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An unsere Mitarbeiter! 


Die Korrekturkosten sind bei den ,,Mathematischen Annalen“ sehr hoch. Sie betragen 
nach einer Kalkulation 6% des Gestehungspreises eines Bandes. Fir ihre Verminderung 
mu8 unbedingt Sorge getragen werden. Wir richten deshalb an alle unsere Mitarbeiter 
die freundliche dringende Bitte, zu diesem Ziele an ihrem Teile mit beitragen zu wollen. 
Dazu ist ndtig: 

1. Das Manuskript mu8 véllig druckfertig und gut leserlich sein (Schreibmaschine 
oder klare Handschrift, Formeln im allgemeinen handschriftlich). Vorkommende gotische 
oder griechische Buchstaben sowie einander aihnelnde Zeichen sind besonders zu kenn- 
zeichnen, z. B. durch farbige Unterstreichung. Etwaige Abbildungen sind als Skizzen 
auf besonderen Blattern zu bringen. Die Abbildungs-Unterschriften gehéren dagegen 
zum Text und sind dem Manuskript beizugeben. 

2. Veranderungen des Textes in der Korrektur sind auf die Fille zu beschrinken, 
wo sich nachtriglich wirkliche Irrtiimer herausstellen. Sollte ein Irrtum bemerkt werden, 
bevor noch Korrektur eingetroffen ist, dann ist ein verbesserter Text sofort an die 
Redaktion zu schicken, die dafiir Sorge tragen wird, daB das Manuskript noch vor dem 
Satz berichtigt wird. 

Insbesondere sind rein stilistische Verbesserungen zu unterlassen. GréBere Ande- 
rungen und Zusitze, die sich nicht auf die Berichtigung von Irrtiimern beschrinken, 
bediirfen der Zustimmung der Redaktion und sollen, auch um der geschichtlichen Ge- 
nauigkeit willen, in einer FuBnote als nachtriglich gekennzeichnet und datiert werden. 

Als Norm soll gelten, daB der Verfasser von jeder Arbeit eine Fahnenkorrektur und 
eine Korrekiur in Bogen liest. Wir bitten unsere Verfasser, sich hiermit begniigen zu wollen. 
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erscheinen zwanglos in Heften, die zu Banden vereinigt werden. Sie sind durch jede 
Buchhandlung zu beziehen. Der Preis des Bandes betragt DM 96.—. 
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Der zentralsymmetrische Kern 
und die zentralsymmetrische Hiille von konvexen K6rpern. 
Von 


I. FAry und L. Répet in Szeged (Ungarn). 


§ 1. Einleitang. 


Oft fragt man in der Theorie der konvexen Kérper nach solchen konvexen 
Korpern mit einer gegebenen Eigenschaft, die sich einem festen konvexen 
Korper ein- bzw. umschreiben lassen und dabei von maximalem bzw. mini- 
malem Volumen sind (man denke z. B. an das Problem der ,,Inkugel** und 
»,Umkugel*). Unseres Wissens ist der Fall bisher noch nicht behandelt 
worden, in dem die vorgelegte Eigenschaft die zentrale Syvmmetrie ist. Die 
so entstandenen zwei Probleme bilden den Hauptgegenstand dieser Arbeit. 

Bezeichne R, den n-dimensionalen Euklidischen Raum. Einen konvexen 
Korper (mit innerem Punkt) bezeichnen wir mit &, 2, 8; insbesondere soll 
8 stets zentralsymmetrisch sein. Mit V () bezeichnen wir das Volumen 
von &. Bei gegebenem § nennen wir ein in & liegendes 8 mit maximalem 
V (8) und ein & enthaltendes 8 mit minimalem V (8) zentralsymmetrischen 
Kern bzw. zentralsymmetrische Hiille von & und bezeichnen diese mit , 
bzw. &*. Ihre Existenz folgt aus dem Auswahlsatz von BLASCHKE. 

Unsere zwei Probleme sind von verschiedener Natur. Fir das erste wird 
sich mit einer leichten Anwendung des Satzes von BRUNN-MINKOWSKI Ein- 
deutigkeit herausstellen. Fiir das zweite liegt Eindeutigkeit nicht immer vor. 
Wir gewinnen folgende zwei Siatze: 

Satz 1. Ein konvexer Kérper enthalt nur einen zentralsymmetrischen Kern. 

Satz 2. Ein regulirer konvexer Kérper ist nur in einer zentralsymmetri- 
schen Hiille enthalten. (,,Regulir‘ hei®t ein konvexer Kérper, wenn seine 
Randpunkte ,,regulir‘, d.h. je nur in einer Stiitzebene enthalten sind.) 

Es ist klar, daB 8, und 3* mit 8 gleich sein miissen, und somit gilt Satz 2 
neben den reguliren & auch fiir alle 8. Dagegen werden wir sehen, daB z. B. 
zum 2-dimensionalen Simplex (zum Dreieck) sogar unendlich viele &* ge- 
héren. Es ist uns nicht gegliickt, die mit nur einem §* restlos anzugeben. 

Die beiden oberen Grenzen 





V(&. V 
(1) Cy = 6, (2) = Te = sup 7a (BSR), 
(2) c* = ¢* (2) = rey = sup ria} (8 28) 


nennen wir die innere bzw. dufere Zentrizitaét von &. Diese sind offenbar 
stets eindeutig bestimmt und als Ma8 zu betrachten, wie gut sich & von 
innen bzw. au8en durch zentralsymmetrische konvexe K6rper approxi- 
mieren lat. Stets ist 

O<e,s1, O<c¥sl 


und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die R = §. 
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Fir Simplexe werden wir c,, c* berechnen kénnen (s. unten) und fiir diesen 
Fall c* <c, finden. Andererseits gibt es auch & mit c, < c* (ein Beispiel 
hierfir ist ein Wirfel, den man an einer Ecke wenig ,,abrundet*) und so 
driicken c, und c* im allgemeinen zwei wesentlich versehiedene Eigenschaften 
von & aus. Es ist zu vermuten, daB bei jedem » sowohl c, als auch c* sein 
Minimum fir die Simplexe annimmt. 

Den Mittelpunkt C, von &, nennen wir das Quasizentrum von &. Ahn- 
lich nennen wir die Menge der Mittelpunkte C* aller 8* die Menge der Hiillen- 
zentra von &. Von dieser Menge werden wir zeigen, daB sie konvex ist (im 
allgemeinen kann sie auch innere Punkte enthalten, und dann ist sie ein kon- 
vexer Korper). 

Offenbar sind der zentralsymmetrische Kern &,, die zentralsymmetrischen 
Hiillen &*, das Quasizentrum und die Menge der Hiillenzentra affininvariant 
mit & verbunden'), auBerdem sind die beiden Zentrizitéten c,,c* affine 
Invarianten von &. Ein Teil dieser Bemerkungen wird beim Beweis der 
spiteren Siitze 5, 6 (s. unten) zu wichtigen Anwendungen kommen. 

Wir schalten hier eine einfache Bemerkung iiber die Kérper &,, &* ein. 
Fiir einen beliebigen Punkt P bezeichne &p das Spiegelbild von &, das bei 
der Spiegelung an P entsteht. Bezeichne noch [I] die konvexe Hiille einer 
Punktmenge WW. Dann gilt 
(3) R, = RARp(P=C,), 

(4) K* = [RU Rp] (P = C*); 

bei (3) braucht die Eindeutigkeit von &, und C, (d. h. Satz 1) nicht ange- 
nommen zu werden. Die Richtigkeit von (3) folgt daraus, daB die rechte Seite 
ein in & enthaltener zentralsymmetrischer Kérper ist, der fir P = C, offen- 
bar &, enthalt, und so muB in (3) wegen der Maximaleigenschaft von &, 
das Gleichheitszeichen gelten. Ebenso beweist man (4). 

Da umgekehrt die rechte Seite von (3) und (4) fiir jedes P ein in & ent- 
haltener bzw. & enthaltender zentralsymmetrischer konvexer K6rper ist (evtl. 
ohne innere Punkte oder die leere Menge), so liest man von (3) und (4) ab, 
daB man alle Kérper &,, &* folgenderweise bestimmen kann. Man bestimme 
die Punkte P, fiir die die Funktion V (® -\ &p) ihr Maximum bzw. die Funk- 
tion V ({& UW &p]) ihr Minimum annimmt. Fiir diese Punkte P (= C,, C*) 
liefern die Formeln (3), (4) die entsprechenden &,, &*. Der Beweis von 
Satz 2 wird so gefiihrt werden, daB wir fir regulire & die Einzigkeit der 
Lésung nachweisen. 

Beide Extremumprobleme fassen wir schirfer und allgemeiner. Man 
bemerke, daB zwei Koérper Xp, Rg nur um eine Verschiebung (mit dem 


Verschiebungsvektor 2 P Q) sich voneinander unterscheiden. Deshalb nehmen 
wir ganz allgemein zwei konvexe Kérper &, 2 und einen konstanten Ge- 
schwindigkeitsvektor » an, lassen 2 mit der Geschwindigkeit » (geradlinig) 
bewegen und bezeichnen mit 2 (¢) die ,,Lage*‘ von 2 im Zeitpunkt ¢, so daB 
sich 2(t) mit der iblichen Bezeichnung als Linearkombination 


(5) 2) = L2+tv 


1) Wir betrachten ein volles System (M) von affindquivalenten Punktmengen des 
Ra und ordnen jedem Element von (M) eine Punktmenge Mi’ eng Ess Wir 
sagen, da8 WM’ affininvariant mit M verbunden ist, wenn fir alle affinen Ab ildungen 
T des R, auf sich (7 M)’ = TM’ gilt. Insbesondere mu8 dann fir TM = M auch 
TM’ = M’ gelten. 
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schreiben 14Bt (selbst 2 = 2 (0) entspricht dem Zeitpunkt t = 0). Wir 
setzen dann 


(6) DH=—KALWwH), Vz~H=—V(DM), 
(7) H(t) =(KULM), V¥@®=V(g). 


Unsere allgemeineren Probleme betreffen dann die Volumina V, (t), V* (t) 
als Funktionen vont. (Es wiirde keine wesentliche weitere Verallgemeinerung 
entstehen, wenn auch § nicht ,,ruht‘‘, sondern beide Kérper &, 2 sich mit 
je einer konstanten Geschwindigkeit bewegen.) Insbesondere braucht fiir 
V, (t) nur der Fall betrachtet zu werden, in dem diese Funktion auch Werte 
+0 annimmt. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes engstes Intervall 


(8) ™% Stst,, 
auBerhalb dessen V, (¢) verschwindet. 


Mit einem suggestiven Ausdruck kénnen wir sagen, daB der ,,ruhende 
Kérper“ & durch den ,,bewegenden Kérper“ (das GeschoB) 2 ,,durchschossen“‘ 
wird, und dann bezeichnet D (¢) den augenblicklichen GeschoBteil von &, 
der in & eingedrungen ist. Auch § (¢) laBt sich anschaulich so deuten, daf 
man & und & (¢) in eine unendlich dehnbare Gummihiille eingefaBt denkt, 
die dann in jedem Augenblick die Oberfliche von § (t) bildet. 


In einfachen Fallen (s. Fig. 1) hat man ein sehr anschauliches Bild 
iiber den Verlauf der Funktion V, (t) im Intervall (8), man wirde aber 
bezweifeln (s. Fig. 2), daB 
sich (8) stets in zwei Teil- ff 
intervalle teilen laBt, in denen 
sich V, (¢) monoton verhalt. 
Es wird sich herausstellen, 


P 





Fig. 2. 


daB das trotzdem so ist, und zwar gewinnen wir, ebenfalls mit Hilfe des 
Satzes von BrunNn-MinkowskI, gleich den folgenden viel schirferen 


Satz 3. Fiir die Funktion V , (t) in (6) ist |) V, (t) im Intervall (8) konkav, d. h. 
© es n n 
(9) VVe((l — 8) t+ 6t,) > (1-0) Vg (G) + 8 VV te) 


(7,54, 5t,57%,:05051) 
14* 
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Fir das ,,duale“ Problem, betreffend V*(¢) liegen die Verhiltnisse 
leichter (s. Fig 3). Elementarer (ohne Anwendung des Satzes von Brunn- 
MINKOwSK!), aber mit etwas mehr Rechnung gewinnen wir hierfir den 


Satz 4. Die Funktion V* (t) ist konvezx, d. h. 
(10) V*((1—#)t, + 0t,) < (1 — 8) V* (t,) + 0 V* (t,) 
(—w0 <4 St, << ©; OS PS )). 










\ \ \\ 


Fig 3. 


Aus dem Beweis beider Sitze 3, 4 wire auch leicht zu entnehmen, wann 
die betreffenden beiden Funktionen sich in einem Teilintervall linear ver- 
halten. 

Die effektive Bestimmung des ®, und eines §* ist im allgemeinen keine 
leichte Aufgabe. Insbesondere fiihren wir das fiir das Simplex aus, das wir 
fortan mit G bezeichnen. Es gilt vor allem der 


Satz 5. Ein Simplex S hat den Schwerpunkt S zum Quasizentrum und die 
innere Zentrizitét 


~~ » ~ , 9 n+ 1 - = n 
(11) Cy (S) = (nm +1) z (-1y( 5) (m+ 1-20). 


Os*sS 


Nach diesem Satz gilt ©, = G/\Gs. Diesen Korper nennen wir einer 
Simplexkern, der nimlich so entsteht, daB man ein Simplex am Schwer- 
punkt spiegelt und den Durchschnitt beider Simplexe bildet. Offenbar ist 
der Simplexkern ein Polyeder mit 2 + 2 paarweise parallelen (n — 1)-di- 
mensionalen Seiten, also ein durch zwei passende parallele Hyperebenen 
begrenzter Teil eines Parallelotops. Genauer gilt: Bis auf eine Affinitat 
entsteht der Simplexkern so, daB man einen Wiirfel mit zwei parallelen 
Ebenen schneidet, die auf einer Diagonale senkrecht stehen und aus dieser 
den n-ten Teil in der Mitte herausschneiden. Wie einfach das auch lautet, 
so 14Bt sich der Simplexkern trotzdem nicht ganz leicht restlos beschreiben, 
und so erweist sich insbesondere die Herleitung von (11), was der Berechnung 
von V (S,) gleichkommt, als eine ziemlich komplizierte, interessante kombi- 
natorische Aufgabe. (Fir n = 2,3 ist S, ein affinregelmaBiges Sechseck, 
d. h. das Affinbild eines regelmaBigen Sechsecks bzw. ein Paralleloktaeder, 
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d.h. ein Oktaeder mit parallelen Seitenpaaren; beide Spezialfalle spielen 
in mehreren Untersuchungen eine Rolle, dagegen wurde der Fall n => 4 
unseres Wissens bisher noch nicht betrachtet.) 


Das ,,duale**‘ von Satz 5 lautet so: 


Satz 6. Fiir ein Simplex S gehért der Schwerpunkt S zur Menge der Hiillen- 
zentra. Die duBere Zentrizitét von © ist 


=n.) 


n—1 


(12) oF | % 


Cy] 


(fiir 24m) ist. 





° n os 
wobei Ny = = (fiir 2\n) bzw. ny = 


Hieraus bekommt man die eine zentralsymmetrische Hille S* von © so, 
daB man die konvexe Hiille von GU Gg bildet. (Fir n = 2,3 handelt es 
sich um das affinregelmaiBige Sechseck bzw. um das Parallelotop.) 

Wir tabellieren einige Anfangswerte von (11) und (12): 


n ] 2 3 $ 5 6 7 8 
" 1 2 l 46 22 3364 15] 419558 
Ce (S) | 3 2 3725 81 16807 1024 4782964 
] l ] ] l l ] 
c* (S —_ <a a =.= .. ms . a 
(©) | os 6 10 20 35 70 


Herr P. TurAN hat (11) die geschlossene Form 


2 n re si \n 1 
(13) co) == a! (<—5)" | (=) dt 
0 


gegeben; den Beweis teilen wir mit seiner freundlichen Erlaubnis mit. Auf 
Grund von (13) und (12) gewinnen wir leicht gute Abschitzungen fiir c, (S) 
und c* (S), woraus auch die oben erwaihnte Ungleichung 





(14) Cy (S) > c* (S) 
und auBerdem 
(15) lim c, (S) (= lim c* (S)) = 0 

n= co n= oo 
folgen wird. Letzteres lehrt die interessante Eigenschaft des Euklidischen 
Raumes, daB es in ihm bei geniigend hoher Dimension konvexe Kérper mit 
beliebig kleiner (innerer und duBerer) Zentrizitat gibt, weshalb man sagen 


kann, daB FR, ,,im kleinen‘* mit wachsendem n iiber alle Grenzen ,,schief* 
(,,asymmetrisch**) wird. 


§ 2. Beweis von Satz 1. 
Die Punkte von R,, stellen wir als Ortsvektoren y = (x,,..., 2%,) dar 
mit rechtwinkligen Koordinaten 2;. 
Zuerst beweisen wir den folgenden: 
Hilfssatz 1. Sind 3», 3, verschiedene zentralsymmetrische konvexe Kérper 


mit V (25) = V (3,), so enthdlt ihre konvexe Hiille einen weiteren zentral- 
symmetrischen konvexen Kérper 3 mit V (3) > V (Spo). 
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Es ist namlich klar, daB alle Glieder der Linearkombination 
(16) 85 = (1- A) 30+ 93 (0<8s1) 
ebenfalls zentralsymmetrisch sind. Andererseits ist bekanntlich 3, in der kon- 


vexen Hiille § = [8,\ 3,] enthalten. Hieraus folgt im Falle V (3,) > V (So) 
die Richtigkeit des Hilfssatzes, und so brauchen wir nur noch den Fall 

V (30) S V (Bo) (0<8=s)) 
zu betrachten. Nach dem Satz von BrunN-MinkowskI folgt hieraus, daB 
3o, 3, durch eine Verschiebung auseinander entstehen. Dann ist selbst 
zentralsymmetrisch, womit wir den Hilfssatz wegen V ($) > V (3) be- 
wiesen haben. 

Hieraus gewinnen wir leicht Satz 1. Enthielte nimlich ein & zwei ver- 
schiedene zentralsymmetrische konvexe Kérper 3», 3, mit maximalem Vo- 
lumen, so folgte hieraus wegen [8,\ 8,] CR sofort ein Widerspruch mit 
Hilfssatz 1. 

§ 3. Beweis von Satz 3. 

Zum Beweis von Satz 3 bezeichne r, y je einen Punkt von & und 2. Day 
im Zeitpunkt ¢ sich in der Lage y + ¢ befindet, so besteht D (¢) aus den- 
jenigen r, die sich auch als 


(17) r=y+to 
schreiben lassen. 

Hieraus folgt, daB die D (t) (t, <¢ < t,) eine konkave Schar bilden, d. h. 
(18) Dil nt #)t, + t,) 2(1 om B) D (t,) + 0D (t,) (7~54,<t,57,;0<S0< 1) 
gilt. Die rechte Seite besteht nimlich aus allen Punkten 
(19) (l—#) 4+ te, 
wobei nach (17) 7;€ R und y; = 4,;—t,0¢€ 2 (¢ = 1, 2) gilt. Da sich (19) 
auch als 

(L—#)y, + Py, + ((1L—B)t, + BE,) vd 
schreiben laBt und dies (wegen der Konvexitaét von 2) offenbar ein Punkt 
von 2((1—#)t, + #t,) ist, so gehért (19) auch zu der linken Seite von 
(18), womit (18) bewiesen ist. 
Hieraus folgt nach dem Satz von BruNN-MiNkKOwsKI sofort der Satz 3. 


§ 4. Beweis der Siatze 2, 4. 


Wir wollen die in (7) definierte konvexe Hiille § (¢) untersuchen. Hierzu 
nehmen wir eine Ebene € an, die auf dem Geschwindigkeitsvektor » von 
& (t) senkrecht steht; mit ihrer Hilfe kénnen wir dann die Punkte 4 einer 
beliebigen, mit » parallelen und gleichgerichteten Geraden g in der Form 


(20) y=r+itno 


angeben, wobei ¢ den Schnittpunkt von g und € bezeichnet und die Rich- 
tung von g den zunehmenden Werten von ¢ entspricht. Dann hat es einen 
Sinn, von dem ersten bzw. letzten Schnittpunkt von g mit einer beschrinkten 
und abgeschlossenen Punktmenge zu sprechen. 

Die Geraden g durch die Punkte von & und & (t) bilden je einen (unendlichen) 
Zylinder, von denen auch der zweite von ¢ unabhingig ist. Die konvexe 
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Hille beider Zylinder ist wieder ein Zylinder, der aus den mindestens ein 
 (t) schneidenden Geraden g besteht. Den Durchschnitt des Inneren dieses 
Zylinders mit der Ebene € bezeichnen wir mit §’, das dann ein (n— 1)-dimen- 
sionales konvexes Gebiet ist. 

Bezeichne f (r,t) die Lange des in § (t) enthaltenen Teiles von g. Es ist 
klar, daB f (r,t) als Funktion von x (€ §’) und ¢ stetig ist. Wir beweisen den 


Hilfssatz 2. Bei jedem x ist f (x, t) eine konvexe Funktion von t, d.h. es gilt: 


(21) f(x, l— 8) +00’) <(1—9) f(z.) + Of (x,t). 
Bemerken wir zunichst, daB die Punkte von § (t) die folgenden sind: 
(22) y = (l—x)t+x(1+ td) (FER, 1€2;0<x%s1). 


Dabei ist (22) ein Punkt der mit » parallelen Gerade (1 — x)£+ x1+ tp. 
Betrachten wir zwei beliebige Punkte von §((1 — 8) t’ + #t’”): 


(23) 9; = (l— x) ts + (+ (1 — 8) t' + Bt") bv) (i = 1, 2) 
mit passenden f;¢€ ®, [,¢ 2, O<x%,;< 1. Wird 

(24) yn = (l—~)&+%,(;+' vd), 

(25) yi) = (1 - %,) f; + %; (Ly +t” d) 


gesetzt, so gilt nach (23) 
(26) Ho — 9, = (1 — 8) (Ys — 91) + B (Og — 1). 
Insbesondere wenn 4), ), der erste und letzte Schnittpunkt von g mit 
H ((1 — #8) + #t’”) sind, so gilt 
(27) H2— | =f(r, (1-89) + 88"), 
wobei |a| die Linge eines Vektors a bezeichnet. Andererseits liegen jetzt 
nach (23)—(25) die Punkte »;, »;’ auch in g, auBerdem in § (t’) bzw. § (t’’), 
und daher gilt 
(28) bo—pii<f(z.t’), |oe —O1| Sf (z,t”). 
Aus (26)—(28) folgt die Richtigkeit von Hilfssatz 2. 
Es gilt fiir das Volumen von § (t) 
(29) V*(t)= f f(e.t)de, 


wobei dr das Volumenelement der Ebene € bezeichnet. Dies und Hilfssatz 2 
beweisen den Satz 4. 

Um auch Satz 2 zu beweisen, beschrinken wir uns jetzt auf regulare &, wv. 
Uber den ,,Grenzfall** im Hilfssatz beweisen wir den - folgenden: 

Hilfssatz 3. Sind die Kérper 8, 2 regulér und ist die Funktion f (t, t) 
fiir einen Punkt x ¢ %' in einem Intervall t' <t <t’' linear, so gehért der erste 
und der letzte Schnittpunkt der Gerade q mit § (t) je genau einem der Korper 
KR, L(t) an. 

Betrachten wir naimlich ein festes t mit t’ < t < t’’. Wieder bezeichnen 
),, )2 den ersten und den letzten Schnittpunkt von g mit § (t), die sich dann 
in der Form (22) schreiben lassen mit festen f = f,, 1 =1;, x = x; (¢ = 1, 2). 
Bestimmen wir dann # aus t = (l1—#)t' + 0t” (0<#@< 1), so tritt (23) 
wieder in Geltung, auBerdem behalten wir die Bezeichnungen in (24), (25). 
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Da jetzt in (21) das Gleichheitszeichen gilt, so muB dasselbe wegen (26), 
(27) und 0 < # < 1 auch fiir (28) zutreffen. Dies bedeutet, daB (24) bzw. (25) 
fir i = 1,2 der erste und letzte Schnittpunkt von g mit § (¢’) bzw. § (¢’’) 
sind. Dieser Schlu8 gilt auch fiir alle Teilintervalle von t’<t<t” (die t 
ebenfalls enthalten), und so haben wir gewonnen, daB fiir den ersten und 
letzten Schnittpunkt von g mit § (t) 

(30) yn; (t) = (l—x) §& + %; (i; + 7d) (§@=1,2;? ctst”) 
gilt, wobei f,, [;, x; fest sind und nicht von ¢ abhingen. 

Wir zeigen, daB sowohl x, als auch x, nur 0 oder | sein kann, was offenbar 
der Richtigkeit von Hilfssatz 3 gleichkommt. Nehmen wir an, daB 0 < x; < 1 
gilt (¢ = 1 oder 2). Dann sind f,, |; + ¢» (¢ = 1, 2) Grenzpunkte von § (¢) 
(also auch von &), denn sonst wiirde aus (30) folgen, daB auch 4); (¢) ein innerer 
Punkt von § (¢) ist, was aber nach der Definition von 4; (¢) falsch ist. Die 
Stiitzebene €* von & in dem Punkte f; ist nach vorigem eine Stiitz- 
ebene von §(¢) (t’<t<t’’). Wir behaupten, daB die Gerade g in der 
Ebene €* liegt. Die Gerade durch f;, [; + ¢’ » geht durch die Grenzpunkte 
f;, |; + tv, 9, (t’) von § (¢’), und so ist diese Gerade eine Stiitzgerade (von § (t’) 
also auch) von §&; dasselbe gilt iiber die Gerade durch f;, [; + ¢’’ v. Offenbar 
liegen diese Stiitzgeraden auch in der Ebene &*, und da sie durch g geschnitten 
werden, gilt auch g Cc &*. Diese Folgerung steht aber im Widerspruch mit 
der Annahme, daB die Gerade g durch innere Punkte von § (¢) geht (da 
r€ 9’ ist). Dieser Widerspruch beweist den Hilfssatz 3. 

Zum Beweis von Satz 2 nehmen wir an, da8 zu einem reguliren konvexen 
Kérper § zwei verschiedene zentralsymmetrische Hiillen Sf, R2 gehéren. 
Die Mittelpunkte dieser Kérper bezeichnen wir mit 0, und 0,, so daB dann 
nach (4) 

KF = [RU Ry, ] (¢ = 1, 2) 


gelten. Wir setzen v = 0, — 0, und definieren den (sich ,,bewegenden‘‘) 
konvexen Kérper 
Q(t) = My, + tv. 
Dann gilt 2(0) = R,. und wegen R, = 2r—8R auch L(2) = 8,,. Mit 
§ (t) = [R UV 2] haben wir also 
Ki = H(0), KF = H(2). 

Wegen der Annahme gilt V (R{) = V (R2) und so folgt aus Satz 4 mit der 
Bezeichnung (7): V*(t) < V*(0) (= V*(2)) far O<t<2. Da aber § (t) 
stets zentralsymmetrisch ist und & enthilt, so folgt, daB V*(t) (Q<t< 2) 
konstant ist. Da weiter der Integrand f (rx, ¢) in (29) fiir ¢ € ’ stetig ist, so 
muB selbst f(r, ¢) fiir jedes ¢¢ $’ im Intervall 0 <¢<2 konstant sein. 
Nach Hilfssatz 2 gehéren dann der erste und letzte Schnittpunkt aller Geraden 
q in (20) (mit x € ’) je nur einem der KGrper &, & (¢) zu. Das sind insgesamt 
vier Méglichkeiten, denen entsprechend man die genannten g in vier elementen- 
fremde Klassen einteilen kann. Schneidet man durch die Ebene G, so ent- 
steht eine Einteilung der Punkte des Gebietes §’ ebenfalls in vier Klassen, 
die aber offenbar relativ abgeschlossen beziiglich ’ sind, und so miissen diese 
Klassen bis auf eine von ihnen leer sein. 

Gehéren der erste und letzte Schnittpunkt aller genannten Geraden g 
zu & bzw. Q(t) fiir 0O<t < 2, so zeigt (29), daB V*(t) in diesem Intervall 
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monoton zu- oder abnimmt, ohne konstant zu bleiben, und das ist ein Wider- 
spruch. Gehéren dagegen alle diese Schnittpunkte zu &, so folgt 2(t) Cc 
(0 <t <2), was wegen der Definition von 2 (t) wieder unméglich ist. Bei den 
iibriggebliebenen zwei Fallen vertauschen & und & (t) einfach ihre Rollen, 
und so fiihren auch diese Fille zu einem Widerspruch, womit Satz 2 be. 
wiesen ist. 
Bemerkung. Wird 
Dp=RKAKp, Dp = (¥ J Rp], 
Vy(P)=V (Dp), V*(P) =V (Op) 


gesetzt, so beweist man auf Grund von Satz 3 bzw. einer der obigen ahnlichen 
Konstruktion, daB die P mit 


Ve(P)2ac bzw. V*(P)sec 
je eine konvexe Punktmenge bilden. Insbesondere folgt aus dem letzteren 


(bei Anwendung fiir c = c*), daB die Menge der Hiillenzentra von & konvex 
ist, wie wir das in der Einleitung behauptet haben. 


§ 5. Bestimmung des Simplexkernes und Beweis von Satz 5. 
Zunichst beweisen wir den folgenden 
Hilfssatz 4. Gehért eine konvexe Punktmenge MN (+ 0) dem n-dimensio- 
nalen Simplex © affininvariant zu, so liegt der Schwerpunkt S von S in M. 
Bezeichnen wir mit dy,..., a, die Ecken von © und betrachten einen 
Punkt von %&, wofiir wir dann 


(31) E = Mo Mg + °° + Mn On (Mo + °°* + fa = 1) 
setzen kénnen mit eindeutig bestimmten y;. Bezeichne 7’; (¢ = 1, ..., (n + 1)!) 


die affinen Abbildungen des FR, auf sich, die S in sich tiberfiihren. Wegen 
der Annahme gehéren alle Punkte 7’; r zu It und so liegt ihr Schwerpunkt 


‘ ’ 1 om ' 
(32) = — (Tie +---+ Tf) (m = (n + 1)!) 


ebenfalls in 9%. Alle 7’; x entstehen so, daB man auf die a; in (31) simtliche 
Permutationen ausiibt. Nach Einsetzung in (2) tritt dann jedes a; mit dem- 
selben Koeffizienten n! (uw +--- + M,) = n! auf, und so folgt: 


vw ] 


‘py (Mot see 4 Ga). 


Hiernach gilt S’ = S, womit Hilfssatz 4 bewiesen ist. 

Insbesondere besagt dieser, daB es auBer S keinen Punkt mehr gibt, 
der mit S affininvariant verbunden ist, und so muB das nach Satz 1 eindeutig 
bestimmte Quasizentrum C, mit S zusammenfallen, womit die erste Behaup- 
tung von Satz 5 bewiesen ist. 

Zum Beweis der zweiten Halfte von Satz 5 miissen wir den Simplexkern 
S, naher untersuchen, wobei es geniigt, ein spezielles Simplex S zu betrachten. 
Wir wahlen das durch die Hyperebenen 


(33) 4% +%t+-::- +z,=1, 3=0 (6 == I, .. op W, 


die wir der Reihe nach mit oo, ..., 6, bezeichnen, begrenzte G. Die den a; 
gegeniiberliegenden Ecken bezeichnen wir mit A»,..., A,. Es gilt 
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A, = (0... ., 9), 


(34) A, = (1,..., 9), 


A, 2's te a 


d.h. A, ist der Anfangspunkt, A; der Einheitspunkt der z;-Achse. Das 


Quasizentrum, d. h. der Schwerpunkt, ist 











] l 
(35 S =(—_.,.... >). 
n+] n+ 1 
Die Spiegelung an S ist durch 
9 
(36) x; -- x; 
n+ 1] 


gegeben. Fiir das gespiegelte Simplex ©, schreiben wir kurz S’. Dieses wird 
durch die gespiegelten Hyperebenen 








(37) H+: +2 ——, 2« —_—— i —— 
. “ n+ 1 ' n+ 1 { ’ 
begrenzt und hat die Ecken 
' 2 2 
i | “a n+] 
P , n ] 2 
(38) Ai = (- eee ), 
ws n-+ 1 n+ 1 
2 n l 
A, (———, .... - >}. 
n+ 1 n+ 1 
Fir eine Hyperebene o auBerhalb S bezeichnen wir den S ent- 
haltenden und den anderen Halbraum von o mit o* bzw. o-. Dann ist 


’ 


(82 


S’, S, der Durchschnitt bzw. aller oj , aller oj”, aller oj , oj° 

Wir fiihren das Symbol A = A (dy, . . ., 6,) ein (0; +t 1) mit folgender 
Bedeutung. Man lasse einem 6; 1 den Halbraum oj; und einem 6; l 
den Halbraum oj entsprechen und definiere 4 als den Durchschnitt dieser 
n-+ 1 Halbraume. Jedes oj, o; ist ein Paar (durch parallele Ebenen be- 
grenzter) gleichgerichteter Halbriume mit 
(39) 0; oj . 
Da nach obigem © = A (1,..., 1) gilt, so folgt hieraus, daB jedes A ent- 
weder ,,leer‘‘ oder ein S ahnliches (genauer homothetisches) Simplex oder 
eventuell ein einziger Punkt ist, und es gilt auch A4¢ S. Weiter unten be- 
stimmen wir die A genauer. 

Wir zeigen, daB die ,,Zerlegung*: gilt: 
(40) S.= Z26,..-686,.-4@); 
wobei man iiber alle 4; t+ 1 zu summieren hat (die Glieder darf man 
auBer acht lassen, in denen A leer oder ein Punkt ist). Selbstverstiandlich 
ist diese Gleichung (40) so zu verstehen: Man betrachte einen beliebigen Punkt 
P von G, fasse die A ins Auge, die P enthalten, dann ist die Summe der 
Koeffizienten 6, . . . 6, (= + 1) dieser A gleich 1 oder 0, je nachdem P€ Sy 
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gilt oder nicht gilt; eine Ausnahme k6énnen nur die P bilden, die mindestens 
einem o; oder o; angehéren. 

Um (40) zu beweisen, betrachten wir einen Punkt P von © auBerhalb 
aller Ebenen o;, o;. Wir bestimmen die i (= 0,..., n), fiir die P€ 0; gilt. 
Die Menge dieser i bezeichnen wir mit J. Wegen (39) gilt P€ A (do, . . ., dy) 
dann und nur dann, wenn 6; = | (i¢ J) ist. (Die itibrigen 6; (d. h. die mit 
i¢ J) dirfen beide Werte + 1 annehmen.) Ist also J nicht leer, so ist die 
Koeffizientensumme dieser A in (40) gleich 0. Von 0 verschieden, und zwar 
gleich 1 ist diese Summe dann und nur dann, wenn J leer ist, da in diesem 
Fall nur 6, = --- = 6, = 1 zuzulassen ist. Andererseits ist J leer dann und 
nur dann, wenn P in keinem a; , d. h. in jedem o;* enthalten ist. Der Durch- 
schnitt letzterer Halbriume ist eben SG’, und so machen die genannten P 
gerade die Punkte von GS, = SC’ aus (bis auf die Punkte der a;, aj). 
Das beweist (40). 


Hieraus folgt sofort 


(41) Vy @,) = Zé,...4, Visa, ..., &)). 
Wegen der Affinsymmetrie von © ist klar, daB V (A (dy, . . ., 6,)) nur davon 
abhangt, wie viele 6; gleich — 1 sind. Betrachten wir deshalb 
(42) A,=A(l,...,1,-—1,...,—}) (k=0,...,2+ 1), 
wobei k die Anzahl der eingeklammerten — 1 bezeichnet. Dann gilt 
n+1 
(43) V (Se) = Y (- 1) ("FT") v (ay. 
k=0 
Explizit heiBt (42): 
(44) Ay = 9 V*** NOn—k NOR kN NG 


Nach (33), (35), (37) sind die o; . a; die folgenden Halbriume: 





(45) 0: x4 -+2,<1, of: 2, >0 
a 7 > (¢=1...., 2). 
(46) Oo > %  & ye & %: ue + 
Vor allem sehen wir, daB (46) keine Lésung hat, und das bedeutet 
(47) Anyi = 9. 


Wir betrachten dann den Fall k< n. Jetzt besteht 4; aus den Punkten 
£E = (z,..., %,) mit 


(48) Yt+---+2,51; %,...5 emp lO; Se-24--% Oo: 


Die Bedingung der Lésbarkeit lautet offenbar 








(49) k<*t-. 


Dies mit (47) zusammen besagt, daB dann und nur dann A, + 0 ist, wenn 
(49) gilt. Ist dies der Fall, so ist 4, das durch (48) bestimmte Simplex (im 


Grenzfall k = = artet 4, in einem Punkt aus). Die eine (n-dimensionale) 


Seitenfliche von A, liegt in der Ebene 


%+---+2,=1, 
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und die gegeniiberliegende Ecke hat die Koordinaten 





Y= +++ = Xn-b = 0, Ze—k4+1 = °°*=—%= 


2k 
= (1-—==). 
n n+ 1 
Da alle A, homothetisch sind und insbesondere A, = © gilt, so haben wir 
bekommen 


n+ 1 


Beide haben den Abstand 





- > ww 2k \n ,_-*+1 
(50) V (A,): V (S) (1 = 7) ( <> ) 
(auch fir k — = richtig). In (43) geniigt es, nur tiber die & in (49) zu 


summieren. Dividiert man dann (43) durch V (G), wodurch links c, (S) 
entsteht, und setzt rechts (50) ein, so gewinnt man (11). Hiermit haben wir 
Satz 5 bewiesen. 


§ 6. Bestimmung einer zentralsymmetrischen Hiille des Simplexes 
und Beweis von Satz 6. 
Um Satz 6 zu beweisen, geniigt es, daB wir eine beliebige zentralsymmetri- 
sche Hiille Sj eines beliebigen (n-dimensionalen) Simplexes © bestimmen. 


7 


Deshalb nehmen wir an, daB der Schwerpunkt von © in 0 fallt. Die Ecken 


bezeichnen wir mit Q,,..., 4,41, 80 daB dann 
(51) Q, 4° ++ + On41 0 
gilt. 


~ 


Da die Menge der Hiillenzentra von © affininvariant mit S verbunden 
und nach der Bemerkung am SchluB des § 4 auch konvex ist, so folgt aus 
Hilfssatz 4, daB sie den Schwerpunkt 0 von © enthalt. Wenn wir also © 
an 0 spiegeln und die konvexe Hiille mit © bilden, so entsteht ein Sj. An 
diesem halten wir im folgenden fest. Dann ist Sj die konvexe Hiille aller 
Punkte + a,,...,+Q,+41. Wir beweisen den folgenden 

Hilfssatz 5. Man setze n= 2k bew. n=2k—1, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. Greift man auf alle Weise k Punkte a; und k Punkte — a; 
heraus, ohne dabei ein i zweimal zu benutzen, bildet jedesmal die konvexe Hiille 
dieser 2k Punkte, so entstehen gerade alle verschiedenen (n — 1-dimensionalen ) 


ae Se ~— : ‘n +1 n+ 1 
Seitenflichen von Sj. Ihre Anzahl ist also (k 4 1) ( k bzw. | E )° 
Betrachten wir nimlich eine Hyperebene € durch eine Seitenfliche von 
Sj. Diese kann kein Punktepaar + a; enthalten, denn dann miiBte E durch 0 
gehen. Andererseits enthilt © gewiB mindestens » Punkte + a;, und so 
geniugt es aus Symmetriegriinden, nur den Fall zu betrachten, in dem € durch 


(52) My, - 2 0s Ay —M41,--+ —A (0<l<n) 


" 


geht; auch darf angenommen werden, dab 


(53) iz— 


~ 


gilt, d.h. in (52) nicht mehr — q; als a; vorhanden sind, denn sonst wirde 
man € an 0 spiegeln, wodurch kein wesentlich verschiedener Fall entsteht. 
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Offenbar ist € durch die Punkte (52) auch schon eindeutig bestimmt und hat 
in Determinantenform die Gleichung 


5 Bon 

a, ] 

(54) | 2 11=6, 
hae | 
i a 


wobei x den allgemeinen Punkt von € bezeichnet. 

Fortan soll € diese Hyperebene (54) bedeuten; dann haben wir zu unter- 
suchen, unter welcher Bedingung € eine Seitenfliche von ©§ enthilt. Es 
ist offenbar notwendig und hinreichend, daB die linke Seite von (54) fir 
r=i0,,..-,4+0n41 keine Werte von ungleichem Vorzeichen annimmt. 

Setzt man insbesondere ¢ = a, 1 und t = — G4 in dieser Determinante 
ein, so darf die erste Zeile wegen (51) durch 


0,1+(2i—n) bzw. 0, 1—(21—n) 
ersetzt werden, wobei 0 beidemal den (n-dimensionalen) Nullvektor bezeich- 
net. Hieraus folgt nach dem Gesagten, daB 

(1 + (22—n))(1—(21—mn)) 20 

gelten muB. Dies ergibt |21] — |< 1, woraus nach (53) in beiden Fallen 
n=2k, 2k-1 
(55) l=k 
folgt. 

Umgekehrt, wenn dies erfiillt ist, so sieht man auch, da8 unter allen 
+a, auBer (52) nur noch — a,41, und zwar nur im Fall n = 2k —1, in € 
liegt, und in beiden Fallen n = 2k, 2k — 1 liegen die tibrigen + a; in dem 
einen Halbraum von ©. Hieraus folgt die Richtigkeit von Hilfssatz 5. 


Nunmehr sind wir in der Lage, Satz 6 zu beweisen. Wegen (2) und (12) 
haben wir 





(56) V (Ss) =(2) ©) (2\n) 
bzw. . 
(57) VS) =(," ,)V) (24m) 
~0 k = 1, ~~ 
zu beweisen. Wir fiihren die Determinante 
a, 
(58) D= | : | 
Qn | 
ein. Es gilt vor allem 
a, — a, 
+n! V(S)= 
On44— A 








Die Summe aller Zeilen dieser Determinante ist nach (51) gleich — (nm + 1) a, 
und so folgt aus (58) 
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(59) n! V (S) = (n+ 1)|D. 

Wir haben noch V (Gj) zu berechnen, wobei wir die beiden Falle n = 2k, 
2k—1 unterscheiden miissen. 

Im Fall n = 2k ist nach Hilfssatz 5 jede Seitenfliche von SG ein ((n — 1)- 
dimensionales) Simplex, wovon das eine die Ecken 4, . . ., @g, — Qe41»-- +» — Gey 
hat. Nimmt man noch 0 als (nm + 1)-te Ecke hinzu und bildet die konvexe 
Hiille, so hat dieses (n-dimensionale) Simplex nach (58) das n!-fache Volumen 

D|. Das gilt fiir alle Seitenflichen von Gj, und so gilt nach Hilfssatz 5 


n! V (Ss) =(k + 1)("F ')|D|. 


k 
Hieraus und aus (59) folgt wegen (" . ‘) = rant (;) die Richtigkeit von (56). 


Im Fall n = 2k —1 miissen wir die Seitenflichen von G5 in ((n—1)- 
dimensionale) Simplexe zerlegen. Eine von diesen la8t sich nach Hilfssatz 5 
als konvexe Hiille ihrer n + 1 Ecken als 


(60) Ba—1 = [A ~~ +» py — Me yas- + +» — Age) 

angeben. Man setze 

(61) ¢= ; (a, + +++ + dy) 

und 

(62) i=a—¢t, B= —Qse-—C (¢=1,..., k). 
Aus (60) folgt dann nach Verschiebung um — c: 

(63) —c¢+ By. = [fy - - +> Lar yy - + +> Del. 

Wegen (51), (61), (62) gilt auch 

(64) hte +y=90, a +---+y,=0. 

Es ist auch klar, daB es zwischen den f,,..., 9, auBer (64) keine weiteren 


linearen Abhiangigkeiten gibt. 
Betrachten wir nun einen beliebigen Punkt von (63): 

(65) ay Ey +++ + Oe ke + BO +++ > + Bete (am, Bi 203 a +--+ + Be = ID). 
Eine unmittelbare Folgerung aus (64) ist, da8 dies in ein (mn — 1)-dimensio- 
nales Simplex 

(66) [O, ty, - + +> Delay (lsi,j sk) 
gehért, wobei die Indizes i, j das Streichen von 14;, ); bezeichnen. Anderer- 
seits folgt aus obiger Bemerkung iiber (64), daB die (66) paarweise ohne ge- 
meinsamen ((m — |)-dimensionalen) inneren Punkt sind, d.h. eine simpliziale 


Zerlegung von (63) bilden. Nach Verschiebung um c folgt dann wegen (62), 
daB die 


(67) 1G, Gin «+ op Mite — Mateos a —Qz)i; (Isisk;k+1sjs2k) 


ebenfalls eine Zerlegung von (60) bilden (i,j bezeichnen die Streichung von 
a;, — a;). Man bilde die konvexe Hiille von (67) mit 0: 


(68) TT, G Gin 0 5 5 MH * Oe 44s +s — Age lis (lsisk; k+1s5j52k). 


Diese (n-dimensionalen) Simplexe bilden dann eine Zerlegung von [0, B,— ;] 
(der konvexen Hille von 0 und §, _;). 
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Wegen (61) ist das n! k-fache Volumen von (68) (vom Vorzeichen abge- 
sehen) offenbar gleich der Determinante 

a, 

(A+1sj52h), 








Qs, j 
wobei ,,j‘‘ wieder das Streichen von a; bezeichnet. Wegen (51) und (58) 
ist diese Determinante gleich + D. Das gilt fiir alle Paare i, 7 und so ist nach 
obigem 


n! kV ([0, Bn—1]) = RD. 


Dies gilt fiir alle Seitenflichen %,, von Gj, und so folgt aus Hilfssatz 5: 
mi kV (8) =("{ ')e Dj. 
Hieraus und aus (59) folgt wegen is ‘) = 7 (, 9 
—] 
von (57), womit wir Satz 6 bewiesen haben. 
Bemerkung. Insbesondere fir n = 2 gilt nach Satz 6 c*(S) =}, d.h. 
V (S*) = 2V (CS). Spiegelt man andererseits (das Dreieck) © an einem 
Seitenmittelpunkt und bildet die Vereinigungsmenge mit ©, so entsteht 
ein Parallelogramm ebenfalls mit dem Flaicheninhalt 2 V (©). Hieraus folgt, 
daB die drei Seitenmittelpunkte von © also auch durch das sie bestimmte 
Dreieck zur Menge der Hiillenzentra von © gehéren, und somit ist diese 
ein konvexer Bereich mit innerem Punkt, wie wir das in der Einleitung 
schon erwahnt haben. (Ubrigens sieht man leicht, daB das genannte Dreieck 
gleich der Menge der Hiillenzentra ist.) 


) die Richtigkeit 


§ 7. Beweis von (13) und (15). 
Um (15) zu beweisen, wenden wir das aus der Primzahltheorie bekannte 
komplexe Integral 
(a 29), 


az 


] F ! 
wet | ert 


d) (« $9) 


an, wobei man iiber die Gerade z = 1 + it (— © <? < oo) zu integrieren 
hat. Fir 











Q- 1 P sat 26 n+l _ #4) nye n+1 1 - elt t+1—2y)z ‘i. 
~ Qa J ( z ss =o, | ( v 2nt / n+l 
(1) (1) 


folgt hieraus und aus (11) 


n 
Q=t EF (Hr F")\n 41-29 = SE oS); 
8: n+1 . 
Osrs 2 


Cy (S) = n! (5) rai | (Sara. 


Nach Caucuys Satz darf der Integrationsweg in die imaginire Achse ver- 
wandelt werden, und so erhalten wir mit der Substitution z = it: 


also ist 
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ae 2 \* 1 r sint \"+1 
wey = a(S) f (eaten 


woraus (13) folgt. 


Wir zeigen: 


1/3\" f (sint\n+1 n+l 
(69) aa) < {Gay act. 
0 
Der Integrand nimmt namlich im Intervall 0 <¢<1 monoton ab, ist 


iiberall > 0O und hat insbesondere fiir t — 0, = den Wert 1 bzw. (=y"". 


Deshalb liegt das Integral zwischen 


3 \n+1 Pi 
+(=)" _ 1+ | ms 
6 
1 


a yw+t n 

















womit (69) bewiesen ist. 
Andererseits gilt bekanntlich 
n —— n ee 
(70) (+) \2an <n! <(*) j2x(n+1). 
Dies und (13) ergeben 
a [2 (2\"( nn \x-1,-— 
(6) < > (=) (45) jn+l. 
Hieraus folgt (15). 
Endlich wollen wir noch (14) beweisen. Aus (12), (13), (69) folgt 
e.(6) _(/(w\1_,/ 2 \ (=) 
c*(S) ~ ()a'(a5 ) ir? ey 
Bezeichnen wir die rechte Seite mit g,. Nach der Tabelle in der Einleitung 


gilt (14) fir » <8, und so geniigt es, g, > 1 (m ]>9) zu beweisen. Ist k 
eine positive ganze Zahl, so berechnet man leicht 


Vox 2 1 \—2k 12 
at (1 +35) >—>Il, 
Wk—1 x 2 me 








folglich geniigt es, gz, > 1 (k = 5) nachzuweisen. Man rechnet leicht aus: 


1 (2\2k ox / (2k)!)\2 
a (=) s Fe) ’ 


Der Quotient in den letzten Klammern ist nach (70) gréBer als 


274 e* 2, 


1 (32 2k 
q2k-1 > . 


IZ \ we 





und daher gilt 


Hiernach gilt go,—, > 1 fiir k=>5, womit wir (14) bewiesen haben. 


( Eingegangen am 22. Dezember 1948.) 
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Ganze transzendente Lésungen 
algebraischer Differentialgleichungen. 
Von 
Hans Wirticu in Karlsruhe. 


In verschiedenen Arbeiten') ist die Frage untersucht worden, ob gewisse 
Typen gewohnlicher Differentialgleichungen ganze Lésungen zulassen. So 
ist zum Beispiel bekannt, daB jede ganze Lésung der Differentialgleichung 
he =f(w),n=1,f(w) ganz und nicht linear in w, eine Konstante ist. 
Fiir gewisse Typen algebraischer Differentialgleichungen lassen sich ohne 
Durchfiihrung des Integrationsprozesses ziemlich weitgehende Aussagen iiber 
die Wachstumsordnung der ganzen transzendenten Lésungen machen. DaB 
solche Aussagen zu erwarten sind, liegt z. B. nach der Definition der Wachs- 


— log |ay, ] 


tumsordnung A lim =F & Koeffizienten in der Nullpunkts- 


sm * log n 
entwicklung der ganzen Funktion, auf der Hand. Als Beispiel einer solchen 
Aussage sei ein Satz von G. Pétya?) angefiihrt: Die Differentialgleichung 
P (z,w, w’) =0, P ein Polynom in z, w und w’, kann nie eine ganze transzen- 
dente Funktion der Ordnung 2 = 0 zur Lésung haben. Ahnliche Beitrige 
sollen im folgenden unter Ausniitzung neuerer funktionentheoretischer Er- 
gebnisse zusammengestellt werden. 


1. Das angegebene Resultat tiber die méglichen ganzen Lésungen von 


w”™ =f (w) laBt sich auf die allgemeinere Differentialgleichung 
(1) P (z, w, w w,) =f (w),p =1, 0; = dw 
sschgs Shas dati wen” a 


iibertragen. Es gilt der 
Satz: In (1) sei P ein Polynom in den angegebenen Verénderlichen und f (w) 


eine in w ganze transzendente Funktion. Dann ist jede ganze Funktion, die der 
Differentialgleichung (1) geniigt, eine Konstante. 


Beweis: Nach Voraussetzung ist P (z,w,...,w,) von der Form 
P (z,w,...,w,) = XY a,» (2) w%w,"...w,*p, wobei die Koeffizienten 
Pp —_ ory 1 p 
Me. py 
7 = _ im o ot . aaa er . 
Oey... .%y (z) Polynome in z sind. Mit x =x, + + *, folgt aus (1) 
. | w, |*s | Wy | * 
yl <_ J ~ y\Mo +x 1 +s 
f(w)| <3 Ox,...Hy (z)| | w/*e = r 
und nach Ubergang zum Pluslogarithmus®) 
+ “a + + > + | wy Im, 
log |f (w)| < » ilog Oy...» + log|w\«t+* + >» log = 1 +C,. 
j=1 


1) a) Rewiicn, F.: Math. Ann 117. b) Retiicu, F.: Math. Z. 47. c) Wrrricsn, H.: 
Math. Z. 47. d) Wrrricu, H.: Nachr. Akad. Wiss. Géttingen. Math.-phys. Kl. 1946. 

2) Pétya, G.: Acta math. 42 (1920). 

%) Zu den hier beniitzten Hilfsmitteln aus der Wertverteilungslehre vgl. man 
R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen. Berlin: Julius Springer 1936. 
Mathematische Annalen. 122, 15 
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Hans WITTICH: 
Integration tiber |z| =r, z= re'*, ergibt 

" ‘se w;\*;\| ’ 

m(r,f(w)) <> m (7, Ay, Hy) + m (r, w%e * *) = m(r,(—*) ) + ( 


wo in bekannter Weise mit m/(r,g) die Schmiegungsfunktion der ganzen 
Funktion w =g(z) bezeichnet wird. Durch Anwendung des Satzes von 
der Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung erhailt man 


P > eme\ ma) 
dim (r, { =i) ') sk. My log(r- T(r, w)); diese Abschitzung gilt fir alle r, 
j=1 


abgesehen von einer r-Menge 4, von endlichem logarithmischen MaB. T (r, g) 
ist die Charakteristik der Funktion g (z). Da m (r, a,, Hy (z)) < Ky... ty” log r 
ist, erhalt man wegen 

m (r, f (w)) T(r, f(w)) + O(1) und m (rw%+*) = (x, + x) T(r, w) +0 (1) 


fiir alle r auBerhalb A, 
(2) T (r, f (w)) k, T (r, w) + k, log (r- T (r, w)), 


wobei k, = 2 (x, + x) und &, fiir gegebenes P feste positive Konstanten sind. 
Fiir die charakteristische Funktion T' (r, f (w (z)) gilt weiter die Abschatzung‘*) 
T (r, f (w)) > k&- T (r, w); dabei kann man fiir & eine beliebige natiirliche Zahl 
wihlen. Diese Beziehung gilt fiir alle r, die nicht einer Ausnahmemenge A, 
von endlichem linearen MaB angehéren. Danach gilt 


k T (r, w) k, T (r,w) + k, (log r- T (r, w)) 


sicher fiir eine Folge 7,, r2,...,7,,..-,7, > ©, von r-Werten, was bei der 
Wahl k> k, +k, nicht méglich ist, weil 7 (r,w) mindestens wie O (log r) 
wichst. Daf Polynomlésungen nicht méglich sind, ersieht man sofort aus (1). 
Daher muB sich jede ganze Lésung von (1) auf eine Konstante reduzieren. 

Ist f(w) ein Polynom, so liegt eine algebraische Differentialgleichung 
Q (z, Wy, Wy, -.-, w,) = 9 vor; dieser Fall wird spiter erdrtert. Sind in 
P (z,...,w,) die Koeffizienten a, Xp (z) allgemeiner ganze transzendente 


Funktionen von z, so kann man aus 
(2’) T(r, f(w)) <k, T(r, w) + Lm(r, a, , (z)) + blog (r- T (r, w)) 
= 


in manchen Fallen Aussagen iiber das Anwachsen ganzer Lésungen von (1) 
gewinnen. 

Es seien z. B. die Koeffizienten a,, Xy (z) ganze transzendente Funk- 
tionen von endlicher Ordnung und f (w) eine in w ganze transzendente Funktion 
von positiver Ordnung. Unter diesen Annahmen laBt (1) keine ganze Lésung 
von endlicher Ordnung zu. 

Sei namlich im Gegensatz zu der Behauptung w = w (z) von endlicher 
Ordnung A. Dann gilt fiir alle r 


T (r, f (w)) < k, T (r, w) + k, T(r, a (z)) + ky log r, 


wobei a(z) derjenige der endlich vielen Koeffizienten a, , (z) ist, dessen 
oe Xy 
Ordnung « am gr6Bten ist. Mithin ist fiir alle r> r (e) 


*) Wrrricu, H.: 1. c. *) ¢). 
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(3) log T(r, f(w)) <(A+a+.e)logr oder meee <A+a+t+e<o 
erfillt. Da f(w) von positiver Ordnung ist, muB die ganze transzendente 
Funktion F (z) = f(w(z)) von unendlichem Wachstum sein, was der abge- 
leiteten Beziehung (3) widerspricht. Die Annahme 0 < A < co ist also nicht 
zulissig. Ist o die Ordnung von f(w), so wird der Grad m der méglichen 
Polynomlésungen P,, (z) = w durch die Bedingung o-m < « eingeschrinkt. 
Im Falle 9 = 0 kann die Annahme einer ganzen transzendenten Lésung von 
endlicher Ordnung 4 mit (3) vertriglich sein. Gilt z. B. mit Max |f (w)| = 


- F(\w|)log F ( w!) ~ (log |w!)", n> 1, soerhalt man wegen lim oe ee) = 


To 


4 4 4 a . r es 
n-A aus (3)nASA+a oder AS - = | , alsoeine Wachstumsbeschrankung 
ae 


fiir die Lésung w (z), falls tiberhaupt eine ganze transzendente Lésung vor- 
handen ist. 

Der eingangs ausgesprochene Satz zeigt, da eine in |z — 2)| <r ein- 
deutige regular analytische Lésung w (z) von (1) nicht in |z|< oo mit dem 
Charakter einer ganzen transzendenten Funktion analytisch fortgesetzt 
werden kann; man st6Bt beim FortsetzungsprozeB notwendig auf singulire 
Stellen der Funktion w = w (2). 

2. Bei algebraischen Differentialgleichungen lassen sich weitergehende 
Aussagen iiber ganze transzendente Lésungen machen, wenn man Hilfsmittel 
von A. Wiman®) und G. Vattron*) heranzieht. In der bestindig konvergenten 


co 


Potenzreihe w(z) = )'c, 2’ gibt es zu jedem festen r= |z| wegen c, 2” > 0 


vas 

bei y + co mindestens ein Reihenglied mit gréf8tem absoluten Betrag 
u(r) Cyir), 7”. Gibt es mehrere solcher Glieder, so wird dasjenige mit dem 
gréBten Index n (r) = v (r), dem Zentralindex, ausgewahlit. Fir ein Polynom 
P,, (z) ist von einem gewissen r an der Zentralindex n (r) konstant und gleich 
dem Grad des Polynoms, und umgekehrt folgt aus n (r) = n fiir alle r= rg, 
daB w =g(z) ein Polynom P, (z) ist. Bezeichnet ¢ auf ‘z| =r eine Stelle, 
an der das Maximum von | P (z)' angenommen wird, so gilt 
(4) PQ =F PIO +4(0), PO =ASS PH (1 +40)... 
mit ¢;(¢) > 0 bei |¢; + oo. 

Es soll nun festgestellt werden, ob die Differentialgleichung (z* — 1) w’’ + 
+ 2zw' — Aw =0 Polynomlésungen zulaBt. Mit (4) erhailt man aus der 
Differentialgleichung n(n — 1) (1 + ¢,) + 2(1 + &)--A=0, e; + 0. Es 
sind also nur fiir A = n (n + 1) Polynomlésungen méglich. Die Differential- 
gleichung hat auch genau fiir diese 4 Polynome zu Lésungen, nimlich die 
Legendreschen Polynome. Entsprechend findet man fiir die Differential- 


: pi al } 
gleichung w’’ — 2zw’ + Aw=0 von HERMITE: n= ~. Aus der Annahme, 


daB Polynomlésungen existieren, erhilt man also Aussagen iiber den Grad 
der Polynome. Im transzendenten Falle wird man entsprechende Aussagen 
iiber den Zentralindex und damit auch iiber die Wachstumsordnung 4 der 
ganzen transzendenten Lésungen erwarten kénnen, falls man auf (4) ent- 
sprechende Relationen zuriickgreifen kann. 

5) Wiman, A.: Acta math. 41 (1916). 

*) Vatinon, G.: Lectures on the general theory of integral functions. Toulouse 1923. 
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Fiir ganze transzendente Funktionen gilt’) mit M (r) = Max | w (z)|: 
jzj=r 
a) Ist fir z=€ auf |z| =r M(r) =|w(C)! erfillt, so gilt 
n(r) 


w, (2) =(* J+ w(2)(1 +6; (0), 


j =1,2,... und lim 6;(¢) = 0, giiltig fiir alle Werte r, abgesehen von einer 
T+ 
Menge 4;, deren logarithmisches Ma8 endlich ist. 
8) Bedeutet ¢ eine feste positive GréBe, dann gilt fiir alle r auBerhalb A 
(endl. log. MaB) 
n (r) < (log wu (r))'+* < (log M (r))'**. 


y) AuBerhalb A gilt 


7 
M (r) < u(r) (log u(r)? ,, 
e eine feste positive GréBe. 

«) entspricht der Aussage (4) bei Polynomen. Wegen n(r) + oo sind zu- 
sitzliche Beziehungen zwischen n (r), u(r), M (r) erforderlich, die durch #) 
und y) gegeben werden. 

In der algebraischen Differentialgleichung 


(5) Pee, -.>. , wy) = 0 

bezeichne x = x, +---+%, die Dimension und % = x, + 2%, +---+ P %, 
das Gewicht des Potenzproduktes a, , (z)w...w,*p. Falls (5) eine 
ganze transzendente Lésung zulaé8t, kann man nach a) w, (¢),..., wy, (¢) 
durch w (Cf) und den Zentralindex n(r) ersetzen, falls nur r={|C| auBer- 


halb einer Ausnahmemenge A von endlichem logarithmischen MaB liegt. Das 
Maximum der endlich vielen Zahlen x sei d, und in (5) gebe es genau ein 
Potenzprodukt mit maximaler Dimension d. Nach «) und #) erhalt man dann 
aus (5) eine Beziehung der Form 1 + « (¢) = 0, die fiir alle zulassigen € mit 
hinreichend groBem Betrag erfiillt sein muB, was wegen ¢(¢) + 0 unmédglich 
ist. Eine algebraische Differentialgleichung mit nur einem Glied von maxi- 
maler Dimension 148t also keine ganze transzendente Lésung zu. Dagegen 
sind Polynomlésungen méglich, wie die Differentialgleichung w’ — w® + 
+ 22 w— 2z=0 mit der Lésung w = 2 zeigt. Die Differentialgleichung (1) 
1aBt, falls f(w) ein Polynom in w vom Grade m> d ist, keine ganze trans- 
zendente Lésung zu, weil in P (z, w,...,w,) =f (w) dann eine algebraische 
Differentialgleichung Q (z, w, w,, .. ., w,) = 0 mit nur einem Glied der maxi- 
malen Dimension m vorliegt. Nach PatnLevé sind die Lésungen der Diffe- 
rentialgleichungen w’’ = 6 w? + z,w’ =2w*?+2w+a in |z| <o ein- 
deutige analytische Funktionen, die, da nur ein Glied mit maximaler Dimen- 
sion vorkommt, gebrochene (d.s. in |z| < oo meromorphe) Funktionen sein 
miussen. 

Haben in (5) mehrere Potenzprodukte die maximale Dimension d, so 
seien die zugehérigen Gewichte y,< y,<---< y, und die entsprechenden 


Koeffizienten a, (z), ...,@,(z). Ersetzt man dann die Ableitungen nach «) 
und dividiert mit w* (£), so erhailt man wegen d — x = 1 aus (5) 
& ° 
(5) da; (*Pyra +8 (¢)) =0. 
j=1 


7) Vatrmnon, G.: 1. c. 6). 
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Die verschiedenen Gewichte seien g, = y, < gg <--- <g», = y,- Im fol- 
genden werden nur solche algebraischen Differentialgleichungen betrachtet, 
bei denen man durch Zusammenfassung der Glieder mit gleichen Potenzen 
von at einen Ausdruck der Form 


7 





“ 2X & (2) (*2\ra +e (f)) =0 
j=1 ~ 
bekommt. 


Fir (z + 1) w, w + zw? + w — 1 =0 erhilt man 
2 2 (2) — 
(C+0(F) d+e) +0(F) U+e) + 7S = 
¢ ¢ w* (Cc) 
~{n\2 se , : , ao».{n\? 
a | > | {(1 ++)d+e)+1+e4 es} =2¢-(4) (1 +2(t)) =0 
mit ¢(f) + O bei || + o. 
Im Falle (z + 1) ww — zwt + w — 1 =0 ist wegen 
~{/n\2 ice ; ; » [n\2 » 
| ") {(1 T =) ( + &) — 1— &, + es} ¢-(+) ‘e(C) =90 
die Reduktion auf (6) nicht méglich. Dasselbe gilt fir wyw — w? + 1=0 
mit dem partikularen Integral w (z) = sin (z +c). Algebraische Differential- 
gleichungen erster Ordnung und lineare Differentialgleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten lassen sich stets auf die Form (6) bringen. 
m 
t)=C; ade + 4; (C)); mit C= : mn . , k= Maxk; 


Es sei nun in (6) ¢; ( 
y 


, j=1 
erhalt man 


m 
(6) Di C; Pe kj +9; ym %(1 + &; (x)) 0, gj (x) > 0 bei x > 0. 
j=1 

Fir ¢; (x)= 0 wird durch (6) eine algebraische Funktion definiert; da w (z) 
eine ganze transzendente Lésung sein soll und fiir solche n (r) + oo gilt, kommen 
hier nur diejenigen Zweige in Frage, die y (x) + 0 bei x > 0 erfiillen, also 
Lésungen von der Form y(z) =a, 2%%+...,¢ 59 und s natiirliche 
Zahlen. Nach G. Vattron®) charakterisieren diese Lésungen auch die Lé6- 
sungen von (6) bei €;(x) +0 schon vollstandig, und zwar in dem Sinne, daB 
y (x) =a, 2°¢@(1 +h (x)) gilt, h(x) +O bei x +0. Daraus folgt n(r) = 
A, €*4(1 + H (¢)) und log M (r) ~ Ar*4, 0 < A < oo. Die Funktionen w = w (z) 
sind also von regulirem Wachstum und vom Mitteltypus der rationalen Ord- 
nung A ° : —. Falls (5) eine ganze transzendente Lésung besitzt und 
die Reduktion auf (6) méglich ist, kann man also nicht nur die Ordnung der 
Lésung abschitzen, sondern auch noch Aussagen iiber n(r) und die Lage 
der Stellen € machen, fiir die M (r) w(C)| gilt. Ist die Umformung in 
(6) nicht méglich, dann gelten die angegebenen Eigenschaften i. a. nicht mehr, 
wie etwa die Differentialgleichung w? w* — 2 w,w? w + wt + wi w? — wt =0 
mit der partikuléren Lésung w = e*!? (A 0) zeigt. 

Aus (6) gewinnt man den 

Satz: Die algebraische Differentialgleichung P (z,w,...,w,) =0 besitze 
eine ganze transzendente Lésung und gestatte, wenn man die Ableitungen nach «) 
ersetzt, die Darstellung 


8) Vatiron, G.: l. c. 6). 
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m ‘s n (r) a: ; . 
PT a 7(1 T & (¢)) = 0, 9$<92<"°°*<Gm- 
i= 4 
Dann gilt fiir die Wachstumsordnung die Abschdtzung: 


Max(—, 1 - M,) <A4<14+M,. 


m 


m m 1 
G q ° 
Dabei ist M, = Max (0, at) und M, = Max (0, ae). Die Schranken 
j=<2 9— 9; j=l Ym qj 
fiir 2 kiénnen erreicht werden. 
Nach Voraussetzung ist w = w (z) von regularem Wachstum, erfiillt also 


n (r) Ar* (1+ 4 (r)), 6 (r) + 0 bei r + o. Schreibt man (6) in der Form 


g m-1 .. 9;-—9 1 : 
c Im, | ™ - (i A-2 ) j Sal B. 2 +45 — Tm| ~ ‘ ' . I &j | 0 
m> io m | c > \ a 5 +44¢ ? 
~ j 1 m > ' m j 


i 


so gilt fiir die Summanden in der Klammer bei hinreichend groBem zulassigem ¢ 


Cj 5a; ‘m (2 )’ Im 1+8; 


K - rt im . 9; fl y] 1,2,...,5m—l1. 
Cm $ 1 + &m 








Wegen 4; — Ym S Mz (Gm — gj) erhalt man bei der Annahme A>1-+4 M, 
i. (A = 1) (9m = 9) . M, (9m a gi) care Ms (Gn = gj) 0, 


also <i % tm ( 2)" ae A+ ej 


. 1 + &m 








> 0 bei |¢| + co oder 


m 
+9 n \9m » 
cm Cm ( -) (1 T €(C)) U, 


was wegen ¢ (¢) + 0 unmédglich ist. Es muB also 4 < 1+ M, sein. Zum Be 
weis der zweiten Behauptung wird geschrieben 


m 
re (2) 1 yy Ly Si pi % (Si 1 + 6; | 
¢,¢ ad re 4 ? a © ae 0. 
1 ( )) 1 ~ ¢, - 1 4 é, | 


C j=2 
P l , , ] " 
Da A => — gilt, darf man sich auf 1 — M, > — beschrinken. 
Jm Jm 


>} 


Es sei entgegen der Behauptung 4 < 1 — M,. Dann gilt fiir alle hinreichend 
groBen zulassigen ¢ 


Cj - n\0;-% 1+ 8 , ~9;)M,+(~- — $1) , g:)(M,+4—1) 
j paj— hs (3 p~% 1+ | — RG; - M+ A-VO;-O _ fp Gj;— 9M +? 
i \> 1+ &) 7 


> 0 bei r + oo, was nicht méglich ist. Es muB also 4 => Max ( B ,l- M,) 


m 


gelten, wie behauptet wurde. 
Fiir die Differentialgleichung (2 z — 1) w,— (427 + 1) w, + (4227-224 2)w=0 
ist d= 1 
%=2, @=2,. g=!1 
g, =0, g =1, g, =?, also M, = 1, M, = 90, 


1 - =< § 
Max (5 1) =1<A4<2. 
Das allgemeine Integral lautet w (z) = C, exp z + C, exp 2*. Die Schranken 


werden erreicht. Fiir 2-1! w, + A,2?—* wp_; +-++ +Ap-1 4, — w=0 ist 
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— =-l1-M,= = nach G. Pértya®) hat diese Differentialgleichung eine 
ym 
l 


ganze transzendente Lésung der Ordnung 4 = —. 


Gilt fir 7 =1,2...,m— 1 stets g; <q, 80 ist M,=0, also A<1. Diese 
Folgerung enthalt einen 

Satz von Perron: Sind die Koeffizienten a, (z),j7 =0,1...p + 1, einer 
linearen Differentialgleichung 

vp 
Zz a, (Zz) Wp— yw (Z) + Ap+1 (2) = 0 
w=O 
Polynome, die a;(z), 7 =0,..., p, héchstens vom Grade s und speziell ay (z) 
genau vom s-ten Grade, so ist fiir jede ganze transzendente Funktion, die der 
Differentialgleichung geniigt, die Ordnung 4 < 1. 

Sind alle g; = 0, kommt also in der Differentialgleichung z tiberhaupt 
nicht vor, so ist 2 = 1. Das Briot-Bouquetsche Ergebnis iiber P (w, w’) = 0 
gilt also auch noch bei dieser Klasse von Differentialgleichungen fiir p = 2. 
Wie wesentlich die Voraussetzung tiber die Méglichkeit der Umformung von 
(5) in (6) ist, zeigt das Beispiel auf Seite 225. In der Differentialgleichung 
kommt z nicht vor; fiir die Lésung w = e"™? ist aber 4 = o. 

Fiir ganze transzendente Funktionen w = w (z), die einer algebraischen 
Differentialgleichung der angegebenen Klasse geniigen, ergeben sich also 
aus (6) Aussagen iiber n(r) und ¢ in folgendem Sinne. Man erhilt aus (6) 
eine Anzahl von Lésungen der Form n (r) = A (*4(1 + H (¢)), also n (r) 

A\ri@(1+h(r)) und arg¢ = (22j- arg A) + ¢(¢), 7=0,1,...,(8—1). 
Nur diese GréBen sind fiir Lésungen der Form w = w(z) zulissig. Es 
braucht aber nicht umgekehrt zu jeder zulissigen Lésung von (6) (bzw. (6)) 
eine ganze transzendente Lésung der Differentialgleichung mit diesem 
charakteristischen Verhalten zu existieren. Ist die Differentialgleichung 
w’’—4 zw’ + (422 — 2) w = 0 vorgelegt, so gibt es eine zulaissige Lésung von (6) 

nm (r) = 2 C#(1 + H (¢)) 

n (r) =277(1 +h (r)), 

arg =0,2%+6e(C). 
Aus dem allgemeinen Integral der Differentialgleichung w (z) = (C, + ©; z) e* 
erkennt man, daB fiir jede Lésung arg [ = 0, a + (€) gilt. 

Aus w"’ — zw’ — 2 w = 0 findet man 

n(r) =F? 21 + h(n) n(r) = 


€ 


y5—1 
2 


r2(1 + h(r)) 





und 
arg? = 0, a +e (C) arg¢ = + +2(2). 
A. Wiman!®) stellte die Frage, ob es ein partikulires Integral der vorge- 


pt 1 (1 +e(r)) 
in den asymptotischen Richtungen y = + > gilt. Um diese Frage zu ent- 


legten Differentialgleichung gibt, fiir welches log M (r) = 


*) Pétya, G.: Vjschr. naturforsch. Ges. Ziirich 61 (1916). 
10) Wimany, A.: l.c. 5). 
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scheiden, wird durch die Substitution x = 62*, w(z)=e**y(z) mit 

1/1 _ V5 
a=$(j5 -}) und f= 7 
konfluente hypergeometrische Differentialgleichung 


die gegebene Differentialgleichung in die 


1 
sx’ +0- 99-09 =0,0~(1- 1), om} 


ys 
iibergefiihrt. Diese besitzt zwei linear unabhangige Lésungen v (x), Yo (x) 
der Form 
vs (x) = ,F, (a, ¢, x), Yo (x) = z'-*,F, (a—c+1,2 - ¢, 2) 


und zwei linear unabhaingige Lésungen % (x), Yo (x), die in — fe 


Bs 4 
9 <aBr<5 


die asymptotischen Entwicklungen zulassen 


V, (2) ~ 2 # YO — OF (_ -F 
j7=0 }: 
oo . — . 
Yo (x) ~ eF x#-* S {6— eh (1 = 0) 5 


j=0 }! 
Zwischen den Fundamentalsystemen y; (x), yj (x) besteht eine Beziehung 
der Form 
Y (xz) = Cry Vy (2) + Ce Ye (x) 
Yo (2) = Coy y; (x) + Coo Yo (x). 


Dabei sind die cj, und ¢,, Cy, — ¢yp Cy, fiir die angegebenen Zahlen a und c 
simtlich von Null verschiedene endliche Zahlen. Ubergang zu den Verander- 
lichen z, w ergibt 


° co co . ¢ 
W (Zz) = Cj, W, (2) -+ Cig We (2); j = I, 2, 
. 32 eo .. 
wobei nun in ——— < argz < — gilt 
+ 4 
5-1 
os ) Fe 4 ° 2 } 
WwW, (z)~ e (B2*)-*{1+---} 
y5+1., 


Wa(z)~e * (P2te-e{1+---}. 
Das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleichung ist von der Form 
w (z) = d, w, (z) +d, We (z). Es sei nun w (z) =d, w, (z) +d, We (z) eine 
Lésung der Differentialgleichung, die in den asymptotischen Richtungen 


2 Ve-1 


y = +-> das Verhalten log M (r) ~ 





r? zeigt. Nach den Umsetzungs- 
formeln w, (e'* z) = w, (z), we (e** z) = e'* w, (z) gilt w (— r) =d, w, (r) — d, w, (r). 
Aus w (r) = (dy Cy, + dy yy) W, (r) + (dy yp + dy Cop) Wy (r) folgt dy Cy + dy Coq = 9, 


weil sonst w (z) fiir g =O das Verhalten log M (r) ~ et} aufweisen 


wiirde, im Gegensatz zur Annahme. Wegen w (— r) = (d, ¢,, — dy Cg) W, (r) 
+ (d, Cyg — dy Cy9) Wy (r) muB auch d,c,, — dye. =O sein, weil sonst fiir 
y = log M (r) ~ Wet r® gelten wiirde. Da alle cj, und ¢,; Cog — C9 Cg, + O 
sind, folgt d, =d,=90. Es gibt also keine nichttriviale Lésung w (z) = 
d, w, (z) +d, Ww, (z) mit den geforderten Eigenschaften. Zu einer Lésung von (6) 
braucht also nicht immer eine Lésung der Differentialgleichung zu gehéren. 
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3. Fir lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten ist die 
Umformung in (6) stets méglich und fiihrt zu 


Ld = 
(7) do 2” jy’ (1 + 6; (x)) =9; 
j=0 


zur Bestimmung der Lésungen y (x) mit y (x) = C 2* (1 + ¢(zx)) dient die 
Gleichung 


p . ; Pp j ° 
(7) Yo x? it*-Hiy = Soxiy =0,0,=p-j+rk—k;, 
j=0 j=0 


Liegen die Punkte S; = (j, «;) im Puiseux-Diagramm nicht unterhalb der 
durch S,, S, bestimmten Geraden g, so ist A = SP 1 + - i. 


ist sicher der Fall, wenn p(k; — ky) <7 (k, — ky) fir 7 =0,1..., p erfiillt 
ist. Bei k; < ky gilt A <1, also das Resultat von O. Perron, und fiir k, = ky, 
k; < ky ist A= 1. Sind also in einer linearen Differentialgleichung mit ganzen 
rationalen Koeffizienten vom Grade héchstens s die Koeffizienten bei der 
o-ten und p-ten Ableitung genau gleich s, so haben die méglichen ganzen 
transzendenten Lésungen die Ordnung A = 1. 

zw’ —(z+1) wv’ —2(z-— l)w=0: A=1, wiz) =C, e?* + Ci (3z+4+ lj e-*. 
zw’’ + w’'—w=0. Die Bedingungen des Perronschen Satzes sind erfiillt. 
Ein Partikularintegral ist 


as = l 
w(z)= J ( =i) mit A=,. 
0 n: 


Fiir k, = 0 hat die Differentialgleichung nur ganze Lésungen. Sind noch die 
obigen Bedingungen erfillt, so miissen alle k; = 0 sein, d.h. es liegt eine 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten vor, deren transzendente 
Lésung alle vom Normaltypus der Ordnung | sind. Ist k, > ky und p (k, — kg) 
<j (k, — ko), so muB wegen k =k, A> 1 sein. Das ist z. B. fir k; < ky, 
j =0,1,...,p— 1 erfillt. In zw” — w +425w =0 sind die Bedingungen 
erfiillt; wegen w (z) = C, cos (z? + C,) ist A = 2. Fir lineare Differential- 
gleichungen lautet in der angegebenen Bezeichnung die Abschatzung fiir die 
Ordnung 


] 
Max (—. 1—M,)<4s1+M™, 


: . kp —j — kp ie ky —j — ke 
mit M, =Max (0, “¢-£—*+) und M,— Max (0, ai) Ist k, >k,—; 
j=1 } j=0 - 

fir 1 <j <p und k,_; > k, fir mindestens ein 0 <j <p, so erhilt man 


—1 
1<A<1 + Max 2=i—* ~14, 
jag PP) . 
(= Rang der Differentialgleichung), eine Abschitzung, die beim Lésungs- 
ansatz in Gestalt einer Thoméschen Normalreihe eine Rolle spielt. In der 
Ditferentialgleichung a (z) w? +) + a, (z) w®) + ay_ 3 (z) WP? —) + +--+ a, (z) w" 
+ Gy (z)w =0 sei der Grad von a(z) genau p, und der Grad k; von a; (z) 
geniige der Bedingung k; <j. Ist fiir alle »y =0,1,2,... gy (v) = ay (v) 
+ (i) a) (vy) +--- +G) a? (v) +0, so hat nach O. Perron die angegebene 
Differentialgleichung genau eine ganze transzendente Lésung. Ist a, — » (z) 
das letzte unter den Polynomen a, (z), a, (z),..., 4, (z), fiir welches 
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ky» = p — m gilt, dann folgt aus dem Puiseux-Diagramm, daB diese ganze 
“ . 4 I a 
transzendente Lésung die Ordnung A <7 hat. Ist k; <7 fir j7=1,2,...,p, 
so ist g,(v) +9. Jede solche Differentialgieichung hat also genau eine ganze 
P l 23 
transzendente Lésung der Ordnung A ——y also von der iiberhaupt 
p+ 

kleinstméglichen Ordnung. (Man vgl. das auf S. 227 erwihnte Beispiel von 
G. P6Lya.) 

Fiir w’’ + c, (z) w’ + ¢,(z)w=0 mit ¢, (z)=C, zh +... ., Cp (2) Cyz* foves 
gewinnt man aus 

get+k 4 C, zi+4 A y + C. x" ks y? 0 

folgende Aussagen iiber die Lésungen: 

1) k, > k,. Nur Lésungen mit 2 = 1 + k méglich. Z. B. hat jede Loésung 
der Weberschen Differentialgleichung zw’’ — w’ —aw=0 die Ordnung 
A=2(k 1). 


2) k, =k, =k. Fir k = 0 ist A = 1 und fir k 21 sind 4 = 1 + k& und 
22 
A= 1 méglich. Das allgemeine Integral w (z) = C, e + C, e? | exp (= 22)d 2 


von w”’ — zw’ + (z— 1)w=0 zeigt, dab A= 1(C, = 0) und A= 14+ k=2 (C, +0) 
zutreffen kénnen. 

3) k,<k,=k: a) k-—k,= . ; Ordnung A= 14 : méglich. b) k— k, - : 
Ordnung 4 = 1 +k, und 4=1+4k—k, =1 + k, — k, méglich. 

Fir w’ + 4z2w + (422 + 2)w =0 mit w(z) =e—* (C, + C,z) liegt der 
Fall 3a) vor. Es ist 2 2. In w”’ — (22+ 22) wv’ + (3 —2z)w =O ist 





. k ee , 
k,=3<k,=k=5, und k—k,=2 <> : Zulassige Ordnungen sind 
also A=1+k,=4 und 4=1+k—k, =3. Aus dem allgemeinen Inte- 

~3 : 4 23 ; ' 
gral w (z) exp ; Ic, + C, f exp(— vl dz| ist zu ersehen, daB beide 


Fille tatsichlich zutreffen kénnen. 

Eine Diskussion der Differentialgleichung w’’ + c, (z) w’ + cy, ()w=0 
unter Beachtung der hier besonders interessierenden Gesichtspunkte ist unter 
\nwendung von asymptotischen Integrationen méglich. 

In der Differentialgleichung w®) + a, (z) w®—" + a, (2) w = 0 seien die 
Koeffizienten ganze Funktionen. Es existiere ein Fundamentalsystem 
w, (z),..., w, (z) mit endlich>n Ordnungen 4,, A,,...A,. Dann miissen die 
Koeffizienten a, (z), a, (z) Polynome sein. 


Es sei W (z) = exp(— / a,(t)dt) die Wronski-Determinante der w; (z) 


Z5 
P 
und « ihre Ordnung. Wegen » < Max /; < co muB also a, (z) ein Polynom 
y= (p) (p—1) 
, . w"? (z) u (2) 
sein, a, (z A,z® +--+. Aus z) = — —_——__ — z) ——_—__—— fol 
1 (2) 1 us a, (z) ~~ a, (2) =a folgt 


nach dem Satz iiber die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ab- 
leitung T(r, a, (z)) = 0 (logr), d. h. a, (z) = A, 2’p +... ist ein Polynom. 
Fir 4, = 4, =--- =A, =@ + 1 gilt k, S0,0 eine nicht negative ganze Zahl. 
Da unter der Annahme A; = 9 +1 jede Funktion w; (z) fiir jede zulassige 
¢-Folge die Beziehung BK = N;fe(1 + 6;(¢)) erfiillt, N;+0,co und 


0;(f) + 0 bei € + o, erhiilt man aus der Differentialgleichung: 


Lésungen algebraischer Differentialgleichungen. 231 


» Pe - y —_ » ky + _ 
NP CP (1 +e (6;)) +A WP oj FP) (1 + 09(05)) + A we P(1 + e5(¢;))=0. 

Kine solche Beziehung ist aber nur dann méglich, wenn mindestens zwei 
der Exponenten dem Maximum M der Zahlen po, k, +o(p — 1) und k, 
gleich sind. p-9 <M=k, =k, +o p—g, also k, > 0, ist wegen k, <o 
nicht médglich. Daher ist Bs <op. Es gilt also der 

Satz: In der Differentialgleichung w +- a, (z) w\®-) + a, (z) w =0 seien 


die Koeffizienten ganze Funktionen. LBesitzt diese Differentialgleichung ein 
Fundamentalsystem w;(z) mit den endlichen Ordnungen A;, so sind die Koeffi- 


z } 
zienten Polynome: 





a, (z) A, 2" tre @, (z) A, *p +++. 
lt A= i=: 4, =1+ 0, dann gilt fiir die Grade der Polynome 
= So % Sep. Fir t= , also 9 = 0, liegt eine Differentialgleichung mit 
In der Differentialgleichung w’’ + 2w’'—-2w=0 ist 9 =1,k,=9 
-1-o und k, =2 =20. Aus wh + (1 + e(¢)) erhalt man als zulassige 


+ 


asymptotische Richtungen fiir die Stellen ¢ die Halbstrahlen arg ¢ = 0,2 


und arg € = + . . Es gibt auch Lésungen, die diese Eigenschaften haben. 
=u (z) geht die Differentialgleichung iiber in u’’ — (z? + l)u=0 


2 


Durch w(z) =e 


— 4 
mit dem allgemeinen Integral u (z) =e 7 (C, + C, f e~“ dt). Daraus erhilt 
0 

















man 
w (z) = C , exp (> —2) +C rlexp (> _ :) - f exp (— t?) dt. 
Fir w, (z) = (exp+ _ z) ist arg €=0, w+ (C), ue =1+ e(), also N,=1 
4 ex" ] , : , { 22 A ‘ 
Aus J edt = 7: (1 + Oi )) ergibt sich fiir w,(z) = -lexp (5 —2) ‘J e~"dt 
arg ¢ = +> +e(C) und a =-—(l1+e(f)),, dh Nz,=-—1. 


Die Aussage des Satzes laBt sich noch etwas verallgemeinern. Die lineare 
Differentialgleichung 


(D) w'?) +- a, (z) wP—-1) 4... + a, (2) w —_ 


; ai ke , k.—1 , A 
mit Polynomkoeffizienten a; (z) = A; zi + B;z7 +--+ besitze ein Fun- 


damentalsystem von ganzen transzendenten Lésungen w;(z) der Ordnung 
Aj =e+1,j=1,2..., p. In den asymptotischen Richtungen gilt 





i + N; bei ; + o, 7 =1,2..., p. Falls alle N; voneinander ver- 


schieden sind, gilt k; <o-j. Zum Beweis darf man a, (z) +0 annehmen. 
Die Ordnungen der in (D) tatsichlich vorkommenden Ableitungen seien 
O = My < my <*** <p, =P, Ag =A,, = 1, ky = 9. Dann folgt aus (D) 
fir j= 1,2....9 
” _ k _ o 

(D’) ZAG Pee, NG (1 + OP (G)) =0 

a=0 
Das ist aber nur méglich, wenn fiir mindestens zwei Indizes «, und a, 
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0 (P — Ma,) + ky, = 0 (P— Ma) + &,, = M = Max (0 (p — w,) + &,,) 
1 a a=0 


richtig ist. Es gilt also fir eine gewisse Teilmenge u,, < u,, <--- <M, 
VON fg --+> My? O(P — Ma,) +k, =M,v»=1,2,...,m. Dann folgt aus (D’) 


PA N71 + 6 (29) —0 
4" ae (1 + a, (59)) led 
d. h. es muB gelten 
— » 94 
> A, N; *» =, 
y=] v 


Da diese Gleichung fiir die p verschiedenen Zahlen N,,..., N 


und die A, 


/» erfillt ist 
+0 sind, muB w,, = vg = 90 und uw, = p sein, d.h. in der 


Teilmenge y,,,.--, #, missen wy und mw, vorkommen. Es ist also 
‘ ‘ m sd . m 
M =o0:p=k, und 
o(p— uw.) +k, SM =eop, ah. k, SO°Ms- 


Mithin gilt unter den angegebenen Voraussetzungen 

k 
also die Behauptung. Die Voraussetzung, alle NV; sind verschieden voneinander, 
ist sicher erfillt, wenn die den Mitteltypus bestimmenden Zahlen m; = 
. log M (r, w;) 
ee Ad 

e+1 
T+ 
und S, =(p,0) bestimmen eine Gerade g, auf der die Punkte S,,, = 
ieve ; » > ; — 4 — 
(Ha, (@ +1) (p — m,)) liegen. Die Punkte S, =(u,,p— mu, +o p — k,.) 
liegen wegen p— uu, +0p- k,. >p—"u, +op—on, = (eo +1) (p— w,) 
nie unterhalb der Geraden g, und falls alle S, auf g liegen, hat man 
" 


jo fir 7 = 1,2...,p— 1 und k, = po, 


f < 


alle verschieden sind. Die Punkte S, = (0, (o + 1) p) 


k, =o. Fir 90 =0 erhalt man unter den angegebenen Voraussetzungen eine 

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Ist durchweg k; = 0) 
so ist 

NP + A, NP-1+.---+A 0, 

N; , 

ers” 

4. Jede ganze transzendente Lésung einer algebraischen Differentialglei- 

chung, die sich auf die Form (6) bringen l4Bt, ist vom Mitteltypus einer rationalen 


und in den asymptotischen Richtungen gilt log w; (¢) = 





e+1(1+ ¢;(¢)). 


4 l ‘ P , 
Ordnung A > , Aus dieser Tatsache folgt z. B., daB die ganze transzendente 
m 
Funktion g (z) = Toy keiner solchen Differentialgleichung geniigen kann, weil 
wegen T(r, g) = aa (1+ e(r)) g(z) vom Maximaltypus der Ordnung 1 ist. Zum 
mf 


Nachweis, daB g(z) iberhaupt keiner algebraischen Differentialgleichung geniigt, 
beniitzt man wesentlich die Funktionalgleichung J" (z + 1) =z-I'(z). In die- 
sem Zusammenhang wire es von Interesse zu wissen, ob eine beliebige alge- 
braische Differentialgleichung eine ganze Funktion vom Maximaltypus einer 
rationalen Ordnung als Lésung haben kann. 


Wegen A= fo kann eine Funktion der Ordnung Null nie einer Differential- 


ym 
gleichung der hier betrachteten Klasse geniigen. Das gilt nicht mehr allge- 
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mein fiir jede algebraische Differentialgleichung, wie G. VaALIRON") durch ein 


2n+1 
Beispiel belegte. Er zeigte, daB die Funktion F (z) = 11 (1 ree. on —. it) 
einer algebraischen Differentialgleichung dritter Ordnung geniigt. Wegen 


q| <1 weichen die Nullstellen z = — ( _ + gn +1) der Funktion F (z) 
q 


fiir groBe n wenig von den Stellen z = — ab. Bildet man mit diesen 


inj 
g*t* 
Nullstellen die Funktion f (z) = I (1+2-q?"*}), so gilt (1+ q2z) f (q*z) =f (z). 
Diese Funktion f (z) geniigt hiioet algebraischen Differentialgleichung. Fiir 
beide Funktionen gilt 


log M (r) = ——— (log r)?(1+6(r)), also A=0. 
4 log 


Die Funktionalgleichung (1 + q z) f (¢? z) = f (z) ist als Sonderfall in 
f(sz)=p(zf() +2 


enthalten. Dabei sind p (z), ¢g(z) Polynome und S =|s|> 1. Es sei weiter 
p’ (z) = 0, da im Falle p’ (z) = 0 die Funktionalgleichung keine ganze trans- 
zendente Lésung besitzt. Fiir den Maximalbetrag von f (z) gilt, wenn m 2 1 
der Grad von p (z) ist, 


log M (r) = (log r)? (1 + €(r)), lim ¢(r) = 0, 


2 
Tos T+ 


d. h. f(z) ist von der éotume Null. An anderer Stelle’*) wurde gezeigt, 
daB diese Funktionen keiner algebraischen Differentialgleichung geniigen 


kénnen. Mit s 4 ,t=q*z erhilt man aus (1 + q2z) f (gz) =f (2) 


f (st) = (1 + ) st) f (0); wegen p’ (t) = /'s + 0 geniigt also f (¢) und damit auch 
f(z) = 77 (1 + zq*"*!) keiner algebraischen Differentialgleichung. 


n=O 
Ist f(z) = 3 a,z” eine ganze transzendente Lésung von f (8 z) = p (z) f (z) + (2). 


v=0 
so berechnen sich die Koeffizienten a, aus der Gleichung 








n 
(8) f™ (0) = ——— & (7) (0) #0) + (0), 
— p{0) u= 
te atch fir hineei ; f™ (0) p™ (0) 
die sich fiir hinreichend groBe n(n => N,) wegen a, = und c, = ——— 
auf 
= 
(8’) .-s-e 2 ¢ m—p In—p 
reduziert. Daraus erhilt man wegen S> 1 und |c,,_,|<C fir alle 
m 
n=N |a, <=> >’ |4,—,|- Durch eventuelle VergréBerung von N 1a Bt sich 
wal 


11) Vaurron, G.: C. r. Acad. Sci. 180 (1925). 
12) Wrrricu, H.: Arch. f. Math. 2, H. 2 (1949/50). 











234 Hans Wirticu: Lésungen algebraischer Differentialgleichungen. 





2C l ' ss 
a,y_,| <1, n=1,...,m,und —— < .-—— erreichen, p eine passende natiir- 
é ba ‘ s* Sna—p 
liche Zahi. Aus 
l m 
(8°’) \ay +a 7 rr. > |4n+i1—pl> A 1,3,... und « N - Ps 
‘ p= 


erhalt man dann durch wiederholte Anwendung 





F;-m+ pu ; 
| @y >7m-+ u| - : m ; ; ea op , 
exp |(u + a) (j +1) + 5717+ 1) |logS 
dabei ist « der Werte 1, 2,..., m fahig und j = 0, 1, 2,.... Die Zahlen F,, 
bestimmen sich rekursiv aus F,, = F,~; + Fra-o +++: + Fa-m» fir nam +1, 


wobei die Anfangsglieder F,, F,,..., F,, gegebene positive Zahlen sind. Aus 

der Theorie der linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 

erschlieBt man die Existenz einer nur von m abhangigen Konstanten k = k& (m), 

so daB F,, < k" fiir alle n >m + 1 gilt, also Fjn 4, S Po syms RM = CC. 
m 


Wegen (u+a)(G@+1)4+ 579704+) 2(014+@)0-4 1) + m’ 7? erhalt man 


Cc’ l Cc } l l 
ay. bla ~~ ——}| —. < —_,.,, 2m’ ” 
N jm+u 9a +a)G41) qm j? | gl a om 7 o™ pom 2m im” > 





falls nur j hinreichend groB ist. Mit n = N +-j-m + u,j [=————_— 
n® 
fiir allen = N > N folgt schlieBlich |a,| < S 7. Es gilt also fiir alle n die 
Abschatzung 
1 
(9) a,|<A-B-" mit B = S™™> 1. 


n 


Nun gilt der folgende 


x 


Satz von PopKen"*): Stellt die Potenzreihe f(z) = > a, 2" mit algebraischen 


0 
Koeffizienten a, eine im Ursprung reguldér analytische Funktion dar, die einer 
eigentlichen algebraischen Differentialgleichung geniigt (algebraische Koeffi- 
zienten und daher o. B.d. A. ganze rationale Koeffizienten), so ist mit einem 


geeignet gewihlten c> 0 fiir jedes ganze n>2 entweder a, =O oder 
a,| = exp (— cn (log n)?). 

Dieser Satz liefert zusammen mit der Koeffizientenabschitzung 
a,| < exp (log A — n? log B) ein Teilergebnis iiber die Lésungen von 


f (sz) = p(z) f(z) + ¢(z). Die Koeffizienten gehen erheblich schneller nach 
Null, als es die Schranke im Satz von PopKEN gestattet. Fiir die Funktion 


f (z) I] (1 +2q*"*') findet man unter Beniitzung der Funktionalgleichung 
0 


n 


f(z) =(1 +q@2)f(q@2): ja.) <C-q™, |q| <1. 


13) Popxen, J.: Uber arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen. Amster- 
dam 1935. 


( Eingegangen am 24. Januar 1950.) 


Math. Annalen, Bd. 122, S. 235—258 (1950). 


Struktur- und Michtigkeitsuntersuchungen 
an gewissen unendlichen Graphen 
mit einigen Anwendungen auf lineare Punktmengen. 


Von 
Turopor Kaxuza gr. in Braunschweig. 


In der Theorie der endlichen Graphen nennt man einen kreislosen zusammen- 
hangenden Graphen einen Baum!). Analog dazu kénnte man bei der Betrach- 
tung unendlicher Graphen einen kreislosen zusammenhangenden Graphen 
endlichen Grades einen unendlichen Baum nennen. Wir wollen uns auf die 
Untersuchung unendlicher Baume mit héchstens einem Endpunkt beschrinken 
und sie kurz Facher nennen. Die Ubertragung der unten fiir Facher entwickel- 
ten Begriffe, Ergebnisse und Beweise auf beliebige unendliche Baume bietet 
dann nichts Neues und an Schwierigkeiten nur die Notwendigkeit einer um- 
stiindlicheren Ausdrucksweise. Der endliche Grad der Knotenpunkte wird 
in den Beweisen haufig benutzt. Fiir unendliche kreislose zusammenhiangende 
Graphen abzihlbar unendlichen Grades wire Satz 1 falsch. Die iibrigen Er- 
gebnisse sind aber sinngemaB iibertragbar. 

Wie jeder zusammenhingende unendliche Graph endlichen Grades be- 
sitzt ein Ficher mindestens einen einseitig unendlichen Weg, dessen Ausgangs- 
punkt beliebig vorgeschrieben werden kann?). Da ferner bei jedem zusammen- 
haingenden Graphen endlichen Grades sowohl die Menge der Kanten wie die 
der Knotenpunkte abzahlbar ist*), und da der gewiB vorhandene einseitig 
unendliche Weg unendlich viele Kanten und unendlich viele Knotenpunkte 
enthalt, folgt: 

Ein Facher besitzt abzihlbar unendlich viele Kanten und abzahlbar unend- 
lich viele Knotenpunkte. 

Im folgenden wird stets angenommen, daB die jeweils betrachteten Facher 
auf folgende immer durchfiihrbare Art in gerichtete Graphen umgewandelt 
sind, — und wenn von Lagebeziehungen zwischen Elementen eines Fiachers 
die Rede ist, so sind sie im Sinne dieser Orientierung zu verstehen: 

Der Endpunkt des Fiachers, und falls keiner vorhanden ist, ein beliebiger 
Knotenpunkt, wird als Anfang des gerichteten Fiachers wie des Orientierungs- 
verfahrens gewahlt. A bedeutet fortan diesen Anfang; 

die Kanten, die in A zusammenstoBen, werden so gerichtet, daB A ihr 
Anfangspunkt ist; 

immer, wenn nach dieser Vorschrift irgendwelche Kanten gerichtet worden 
sind, werden die von ihren SchluBpunkten ausgehenden noch nicht gerichteten 
Kanten so gerichtet, daB sie diese SchluBpunkte zu Anfangspunkten haben. 

Da ein Fiacher zusammenhingend ist, wird dadurch tatsichlich jeder 
Kante eine Richtung gegeben — und zwar beim (n + 1)-ten Schritt, wenn 





1) Zur Terminologie des graphentheoretischen Teils dieser Arbeit vgl. D. K6n1c, 
Theorie der endlichen und unendlichen Graphen. Akad. Verl.-Ges., Leipzig 1936. 

2) Vgl. ebenda S. 80, Satz 3. 

3) Vgl. ebenda S. 79, Satz 1. 
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zwischen A und dem A niaher gelegenen ihrer Endpunkte n weitere Kanten 
liegen —, und wegen der Kreislosigkeit geschieht das auch eindeutig. Soll 
ein so von dem Punkt A aus gerichteter Ficher ohne Endpunkt von einem 
anderen Punkt A’ aus gerichtet werden, so ist lediglich bei den Kanten des 
Weges AA’ die Richtung umzukehren. 


Weiter wollen wir fiir die Untersuchung der so gerichteten Fiacher folgendes 
vereinbaren: 

Die bei A beginnenden einseitig unendlichen Wege heiBen A-Wege; 

ein A-Weg, der auBer A u. a. die Punkte P, Q,..., V in dieser Reihen- 
folge enthalt, heiBt ein A-P-Q-...-V-Weg; 

jeder Knotenpunkt mindestens dritten Grades und der Punkt A, wenn 
er kein Endpunkt des Fichers, also mindestens zweiten Grades ist, heiBt ein 
Gabelungspunkt; 


> 


ist P der Anfangspunkt einer gerichteten Kante PQ, so heiBt der Ast 


(P, P Q) ,,ein von P fortgehender Ast“ und PQ die ,,Anfangskante dieses 
Astes. Wir schreiben kurz ,,der Ast PQ“ und meinen damit also den Teil 
des Fichers, der von all den Kanten und Knotenpunkten gebildet wird, die 
auf A-P.Q-Wegen, aber nicht vor P liegen. Von A-P-Q-Wegen sagen wir 
weiter, daB sie in den Ast PQ einmiinden. (Jeder Ast PQ eines Fiachers 
ist selbst ein bereits gerichteter Ficher, in dem P die Rolle von A spielt. 


Da jeder Ast eine Anfangskante P Q besitzt und jede Kante R S Anfangskante 


eines Astes RS ist, und da es in einem Ficher abzihlbar unendlich viele 
Kanten gibt, enthalt ein Ficher auch abzihlbar unendlich viele Aste.) Ein 
Ast PQ, der von einem Gabelungspunkt P ausgeht, auBer P aber keine 
Gabelungspunkte enthalt, — in den also nur ein A-Weg einmiindet —, heiBt 
eine Rute; 

ist schlieBlich P ein Punkt des A-Weges W und Z ein von P fortgehender 
\st, der mit W keine Kante gemeinsam hat, so mége Z ein von W abzweigender 
Ast heiBen. (P ist dann notwendig ein Gabelungspunkt.) Ein A-Weg, der 
in einen von W abzweigenden Ast einmiindet, heiBt ein von W abzweigender 
A-Weg. 

Gefragt wird nun nach den Strukturméglichkeiten bei Fachern und nach 
dem Zusammenhang zwischen der Struktur und der Miachtigkeit der Menge 
der A-Wege eines Fichers. 


Bemerkungen zur Formulierung der Beweise: 

1. Bei den verschiedentlich auftretenden Beweisen, daB gewisse Teil- 
graphen von Fiachern wieder Ficher sind, versteht sich von selbst: jeder Teil- 
graph eines Fachers ist notwendig kreislos und von endlichem Grade, da schon 
der Fiacher, in den er eingebettet ist, diese Eigenschaften besitzt. Soll also 
von einem Teilgraphen eines Fachers bewiesen werden, daB auch er ein Fiacher 
ist, so geniigt der Nachweis, daB der betr. Teilgraph unendlich und zusammen- 
hangend ist und héchstens einen Endpunkt besitzt. Da® er ein unendlicher 
Graph ist, ist ferner erwiesen, wenn gezeigt wird, daB er mindestens einen 
A-Weg des Originalfachers enthilt, oder daB der Schlu8punkt Q einer ge- 


richteten Kante PQ des Teilfiichers niemals ein Endpunkt des Teilfachers 
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ist, so daB es zu jeder Kante PQ mindestens eine nachfolgende Kante QR 
in dem Teilfacher gibt. 

2. Im Hinblick auf die in der Punktmengenlehre gebriuchlichsten For- 
mulierungen (z. B. des Cantor-Bendixsonschen Satzes iiber die Ableitungen 
von Punktmengen) wird hier unter der ersten Zahlklasse die Menge der der 
GréBe nach wohlgeordneten endlichen Ordinalzahlen (0,1,...) und unter 
der zweiten Zahlklasse die zu der kleinsten transfiniten Miachtigkeit x, ge- 
hérige Zahlklasse Z, verstanden. 

3. Es wird mehrfach von dem bekannten Satze Gebrauch gemacht, daB 
es zu jeder abzihlbaren Menge M = {a} von Ordinalzahlen « der ersten und 
zweiten Zahlklasse eine Ordinalzahl a, in einer dieser Zahlklassen derart gibt, 
daB « < a, fiir alle « aus M gilt. Dieses « wird dann kurz als eine ,,die ge- 
gebenen « majorisierende Ordinalzahl* bezeichnet. 

4. Vollstandige Induktionen, deren schemagetreue Durchfiithrung nach 
der Schilderung einiger Induktionsschritte allzu trivial erschiene, werden 
unterdriickt. 


Satz 1: Ein Fdcher mit unendlich vielen A-Wegen besitzt mindestens einen 
A.Weg mit unendlich vielen Gabelungspunkten. 

Beweis: Mindestens einer der endlich vielen von A fortgehenden Aste 
muB gleichfalls unendlich viele A-Wege enthalten. Da er also keine Rute 
sein kann, mu8 er Gabelungspunkte enthalten. Von A ausgehend st6Bt man 
daher in einem so ausgezeichneten Ast nach Durchlaufung endlich vieler 
Kanten auf einen ersten Gabelungspunkt G, derart, daB auf dem Wege AG, 
kein Gabelungspunkt liegt. Es gibt daher unendlich viele A-G,-Wege. Der 
Weg AG, werde markiert. In mindestens einen der von G, fortgehenden Aste 
miissen wiederum unendlich viele A-Wege einmiinden, und in einem solchen 
Ast gibt es daher wieder — jetzt von G, aus gerechnet — einen ersten Gabe- 
lungspunkt G,. Der Weg G, G, werde gleichfalls markiert. Da bei n-facher 
Wiederholung dieses Schlusses die Existenz unendlich vieler A-G,-G,- ... -G,- 
Wege gesichert ist, kann der SchluB unbeschrinkt wiederholt werden und 
liefert dann in Gestalt der markierten Kanten einen A-Weg mit unendlich 
vielen Gabelungspunkten. q.e. d. 

Definition 1: Unter einem K amm verstehen wir einen Ficher, der genau 
einen A-Weg mit unendlich vielen Gabelungspunkten und sonst nur von 
diesem A-Weg abzweigende Ruten enthilt. 

Nach Satz 1 ist ein Kamm der einfachste Ficher mit unendlich vielen 
A-Wegen im Sinne des folgenden Satzes: 

Satz 2: Jeder Ficher F mit unendlich vielen A-Wegen enthalt einen Kamm K 
als Teilfdcher. 

Beweis: Nach Satz 1 enthalt F einen A-Weg W mit unendlich vielen 
Gabelungspunkten G,, G,,.... In jedem dieser Gabelungspunkte zweigt von 
W mindestens ein A-Weg ab. Jeweils einer wird als in K von W in G, ab- 
zweigende Rute gewahit. q.e.d. 

Definition 2: Ein Facher, in dem jeder A-Weg unendlich viele Gabe- 
lungspunkte enthalt, heiBt eine Vollverzweigung. V bedeutet fortan eine Voll- 
verzweigung. 

Aquivalent damit ist die 

Definition 2a: Ein Facher hei®t eine Vollverzweigung, wenn er keine 
Rute enthalt. 
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Gibt es nimlich in einem Fiacher einen A-Weg mit nur endlich vielen 
Gabelungspunkten, so ist der Teil dieses A-Weges, der hinter dem letzten 
Gabelungspunkt liegt, eine Rute. Gibt es umgekehrt in dem Ficher eine 


Rute, so stellt diese Rute PQ zusammen mit dem Weg A P einen A-Weg 
mit nur endlich vielen Gabel-ngspunkten dar. 
Aus beiden Definitionen erkennt man mit ganz ahnlichen Schliissen: 


Jeder Ast PQ einer Vollverzweigung ist selbst eine Vollverzweigung und 
enthalt insbesondere unendlich viele Gabelungspunkte. 

Eine Aussage iiber Vollverzweigungen als Teile von Fachern findet sich 
in Satz 5 und 10. 

Satz 3: Die Menge der A-Wege in einer Vollverzweigung hat die Méchtig- 
keit ¢ des Kontinuums. 

Beweis: Beginnt man in einer Vollverzweigung von A aus die abzahlbar 
unendlich vielen Kanten eines zunichst noch unbestimmten A-Weges zu 
durchlaufen, so hat man bei jedem Gabelungspunkt mindestens 2 — aber 
nur endlich viele Moéglichkeiten weiterzulaufen. Da man nun immer wieder 
auf einen Gabelungspunkt st6Bt, gleichgiltig wie man bisher gelaufen ist 
(vgl. Def. 2), so gilt fiir die Machtigkeit tm der Menge der A-Wege einer Voll- 
verzweigung: 2° < tw <a‘, woraus wegen 2° = a° =c sofort die Behauptung 
folgt. q.e.d. 

Bezeichnung: V,(k > 1) bedeutet die Vollverzweigung, bei der jeder 
Punkt Anfangspunkt von & Kanten ist. In V, ist also A von k-tem und jeder 
Knotenpunkt P + A von (k + 1)-tem Grade. 

Satz 4: F sei ein Ficher, bei dem der Grad der Knotenpunkte durch die Zahl 
k > 1 beschrinkt ist. Dann gilt: a). F lapt sich als Teilficher von V;, auffassen. 
Ist auch noch k —1 > 1, und existiert also V,_ 1, 80 gilt weiter: b) Besitzt F 
einen Endpunkt, so laBt sich F als Teilfécher von V,_, auffassen. c) Besitzt 
F keinen Endpunkt, aber einen Knotenpunkt, dessen Grad kleiner als k ist, 
und wird dieser als Anfang A, der Orientierung von F gewiéhlt, so lapt sich F 
gleichfalls als Teilficher von V,_, auffassen. 


Beweis: a) Man beziffere bei jedem Knotenpunkt P von F und JV, die 


von P fortgehenden Kanten irgendwie mit verschiedenen der Ziffern 1, . . ., k. 
In V, gibt es dann bei jedem P von P fortgehende Kanten mit den Ziffern 
l,...,&. In F fehlt bei P+ A bei den von P fortgehenden Kanten min- 
destens eine dieser Ziffern, bei Ay = A von F kénnen aber alle vertreten sein. 
Man bringe nun zur Deckung: A, mit Ay = A von V,, dann die von A, bzw. 


A, fortgehenden Kanten mit gleichen Ziffern, dann die von den SchluB- 
punkten der jetzt zur Deckung gebrachten Kanten fortgehenden Kanten mit 
jeweils gleichen Ziffern, und so fort. Eine nunmehr triviale vollstandige In- 
duktion zeigt den Teil a) der Behauptung. b) und c) Sind die Voraussetzungen 
von b) oder c) erfiillt, so geniigen zur Bezifferung der von den Knotenpunkten 
P von F fortgehenden Kanten die Ziffern 1, ..., & — 1, — jetzt einschlieBlich 
des Punktes Ay, woraus sich analog wie bei a) die Einbettungsméglichkeit 
in V,_, ergibt. q.e.d. 

Die Trennung der Fille b) und c) in der Formulierung des Satzes ist aus 
foigendem Grunde nétig: Sind in F mehrere Punkte von kleinerem als k-tem 
Grade vorhanden, aber keiner vom Grade 1 (Fall c)), so kann ein beliebiger 
von ihnen als A, gewahlt und mit A, zur Deckung gebracht werden. Ist 


Struktur und Machtigkeit von unendlichen Graphen. 239 


aber ein Punkt vom Grade | in F enthalten (Fall b)), so muB dieser als Ay 
gewihk und mit Ay zur Deckung gebracht werden, auch wenn noch andere 
Punkte von kleinerem als k-tem Grade in F vorhanden sind, da sonst die 
Orientierungsvorschriften verletzt wiirden. 

Satz 5: In jeder Vollverzweigung V gibt es eine Menge der Méchtigkeit c 
von in V als Teilfdcher enthaltenen Vollverzweigungen, von denen je zwei nur 
endlich viele gemeinsame Kanten und also keinen gemeinsamen A-Weg besitzen. 

Beweis: In der gegebenen Vollverzweigung V mégen zunichst bei jedem 
Gabelungspunkt @ alle von G fortgehenden Aste bis auf 2 gestrichen werden. 
Ist A ein Endpunkt von V, geht also von A nur eine Kante fort, so wird man, 
wenn man diese Kante, und falls ihr Schlu8punkt kein Gabelungspunkt ist, 
die naichste Kante durchlaiuft, und so weiter, nach Durchlaufung endlich vieler 
Kanten auf einen ersten hinter A gelegenen Gabelungspunkt G, stoBen, da 
es in V definitionsgemaB Gabelungspunkte gibt. Wenn nun A ein Endpunkt 
von V ist, mége auch noch der Weg AG, gestrichen werden. Bei diesen Strei- 
chungen bleibt jeder Gabelungspunkt G von V, — wenn er nicht auf einem 
gestrichenen Ast lag und also mitgestrichen wurde —, ein Gabelungspunkt, 
und zwar ist er jetzt zu einem Gabelungspunkt geworden, von dem genau 
zwei Kanten fortgehen. Daraus folgt, daB der nach den genannten Strei- 
chungen verbleibende Rest R nicht der Nullgraph ist, und daB er sich von der 
V, nur durch eventuell vorhandene zwischen den Gabelungspunkten gelegene 
Knotenpunkte 2ten Grades unterscheidet, — wenn er tiberhaupt ein Fiacher 
ist, was im nachsten Absatz gezeigt werden wird. Der Punkt A, bzw. der zum 
Anfang von R gewordene Punkt Go, wenn der Weg AG, gestrichen werden 
muBte, gilt vereinbarungsgemaB als Gabelungspunkt. Denkt man sich nun 
noch die in den Nicht-Gabelungspunkten von R zusammenstoBenden Kanten 
miteinander verschmolzen, so ist R in die V, iibergegangen. Fiigt man nun 
die geléschten Knotenpunkte, Kanten und Aste wieder ein, so geht jeder 
A-Weg W der V, in einen wohlbestimmten A-Weg W’ von V iiber: einige 
— mdglicherweise auch alle — Kanten von W sind durch wiedereingefiigte 
Knotenpunkte 2ten Grades in endlich viele Kanten unterteilt, und wenn A 
von V ein Endpunkt war, ist an W noch vorne der Weg AG, angesetzt. Ver- 
schiedene A-Wege W, und W, von R gehen dabei in verschiedene A-Wege W, 
und Ws; von V iiber. Es geniigt danach, den Satz speziell fir V = V, zu 
beweisen. 

DaB R ein Fiacher ist, laBt sich so einsehen: Ist K = PQ eine Kante von R, 
so gab es in V mindestens eine von ihrem SchluBpunkt Q fortgehende Kante 


QR, und bei Befolgung der Streichungsvorschriften bleibt auch mindestens 
eine der in V von Q fortgehenden Kanten fiir R erhalten. Daraus folgt, daB 


der SchluBpunkt Q einer Kante PQ von R kein Endpunkt von R ist. R ist 
also ein unendlicher Graph. Ist P + A bzw. + G, ein beliebiger Punkt von R, 
so gibt es in V einen eindeutigen Weg, der P mit A bzw. G, verbindet. Dieser 
Weg ist auch in R# enthalten. Wiirde naimlich eine seiner Kanten in R& fehlen, 
so mUBte sie zu einem gestrichenen Ast gehéren und andererseits auf dem Wege 
A P bzw. G, P vor P liegen, so daB auch die Kante PQ selbst zu diesem 
gestrichenen Ast und somit gar nicht zu R gehért hatte. (Auf dem gestrichenen 
Wege AG, kann die fehlende Kante nicht liegen, da sie ja auf dem Wege G, P 
hinter G, liegen muB.) Folglich ist auch der Anfangspunkt P + A bzw. + G, 
16* 
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einer Kante PQ von R kein Endpunkt von R. & selbst ist daher ein Facher. 
Wir weisen nun die Richtigkeit des Satzes 5 fir V = V, nach: 


In V, werden in jedem Punkte die beiden von ihm fortgehenden Kanten 
mit den Ziffern 0 und 1 numeriert. Dann entspricht jedem A-Weg W der 
V, umkehrbar eindeutig eine aus den Ziffern 0 und | gebildete Folge a,, ag, . . .. 
In der V, wird nun bei jedem Punkt mit der Entfernung 2—1 von A der- 
jenige von diesem Punkt fortgehende Ast gestrichen, dessen Anfangskante 
die von a, verschiedene Ziffer trigt (n = 1,2,...). Die Punkte mit gerader 
Entfernung von A bleiben dabei Gabelungspunkte und der Rest & ist also 
eine Teilvollverzweigung von V,; er wird dem A-Weg W zugeordnet. Nach 
Satz 3 ist die Menge aller so gebildeten Teilvollverzweigungen von der Mich- 
tigkeit c. Sind W, und W, zwei verschiedene A-Wege der V,, (a~”) und (a) 
die zugehérigen Ziffernfolgen und R, bzw. R, die zugeordneten Reste (Teil- 
vollverzweigungen), so gibt es einen wohlbestimmten kleinsten Index n, der- 
art, daB e. aa ~ ist, denn W, und W, miinden ja als verschiedene A-Wege 
bei einem wohlbestimmten Gabelungspunkt in verschiedene der beiden von 
diesem Gabelungspunkt fortgehenden Aste. Daraus folgt, daB jeder A-Weg 
von R, in der Entfernung 2 n,—1 von A gerade in den Ast miindet, der bei 
der Bildung von R, gestrichen wurde und umgekehrt. R, und R, haben also 
nur solche Kanten gemeinsam, deren SchluBpunkte héchstens die Entfernung 
2n,—1 von A haben. q.e.d. 

Bemerkung: Bei der im letzten Absatz des Beweises zu Satz 5 durch- 
gefiihrten Konstruktion von Teilvollverzweigungen gehért jeder A-Weg der 
V, genau einer Teilvollverzweigung der V, an. Ist namlich a,, a,,... die dem 
A-Weg W zugeordnete Ziffernfolge, so enthalt die mit der Folge ay,, a,,... 
gebildete Teilvollverzweigung den A-Weg W. Denn an den Punkten un- 
grader Entfernung von A ist gerade der Ast stehengeblieben, in den W ein- 
miindet, und an den Punkten gerader Entfernung von A sind beide Aste 
stehengeblieben, insbesondere also auch der, in den W einmiindet. Da& W 
in héchstens einer der Teilvollverzweigungen enthalten ist, sagt der Satz 5 
selbst. 

Satz 6: Es sei U irgendein Ficher und §& = {F} irgendeine Menge von 
Teilfiichern von U, die alle den Anfang A von U enthalten. Der Graph T (%), 
der aus all den Kanten und Knotenpunkten von U besteht, die zu mindestens 
einem F aus ¥ gehéren, ist wieder ein Fdcher (der ein Teilfaicher von U ist und 
A von U enthilt). 

Beweis. Sei K irgendeine Kante von T (%) und F, ein Facher aus %, 
der K enthalt. Dann gehért K wegen der Fiachernatur von F, zu einem 
A-Weg W von Fy. Nach Definition von T (%) gehért auch W zu T' (%). T (%) 
ist daher zusammenhangend und hat héchstens in A einen Endpunkt. q.e. d. 

Bezeichnung: Den durch Satz 6 als existierend erwiesenen Ficher T (}) 
nennen wir die Hiille von %. 

Definition 3: Unter einer ,,in dem Fiacher U geschachtelten’’ Menge 
von Fachern verstehen wir eine Menge § = {F,} von Fachern mit folgenden 
Eigenschaften: 

1. Es gibt einen Fiacher U so, da8 jedes F, aus § ein Teilfacher von U ist 
und A von U enthilt; 
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2. § ist wohlgeordnet, und der Index « des Elementes F, ist die Ordinal- 
zahl des durch F, bestimmten Abschnitts von ¥; 


3. ist « < #, so ist F, ein echter Teil von Fy. 


Satz 7: Zu jeder Ordinalzahl « der ersten oder zweiten Zahlklasse gibt es 
in einem Kamm K (und damit nach Satz 2 in jedem Fédcher mit unendlich 
vielen A-Wegen) geschachtelte Mengen von Teilfdichern mit der Ordinalzahl «. 

Beweis: Fiir endliches « ist der Satz trivial. Es sei « eine Ordinalzahl 
der zweiten Zahlklasse. Die Menge der Ordinalzahlen £ < « ist abzahlbar 
unendlich; sie werde abgezahlt: 8, 6,,.... Die Ruten von K mégen gleich- 
falls abgezihlt werden: Ry, R,,.... Wir denken uns die Ruten nun um- 
benannt, indem wir der Rute #, die Ordinalzahl f,, als Index geben. Dann 
gibt es in K zu jedem # < « genau eine Rute mit dem Index f. Wir setzen 
nun fest: F ist derjenige Teilfaicher von K, der den A-Weg mit unendlich 
vielen Gabelungspunkten von K enthalt, und dazu die Ruten R, mit u < fp. 
Dann ist }, = {F5},_, offenbar eine in K geschachtelte Menge mit der Ordinal- 
zahl a, wenn die F, nach der GréBe der Indizes § geordnet werden. Denn 
¥_ ist wohlgeordnet, enthalt zu jedem $ < « ein Element F,, und fiir B, < p, 
ist nach Konstruktion F, ein echter Teil von Fy, q-e.d. 

Trotz der in Satz 5 und Satz 7 genannten Méglichkeiten besteht der 


Satz 8: Jede in einem Fécher U geschachtelte Menge § = {F,} von 
Fdchern ist abzihlbar. 

Beweis: Wir bezeichnen die Anfangszahl der dritten Zahlklasse mit «,. 
Ware § nicht abzahlbar, so enthielte § ein Anfangsstiick & mit der Ordnungs- 
zahl wm, : A = {Fy}4<,3 die Indizes der Elemente von % wiiren also gerade 
die Ordinalzahlen der ersten und zweiten Zahlklasse. 2% besiBe eine Hiille 
und diese bestiinde als Fiacher aus abzihbar vielen Kanten Ko, K,,.... 
Zu jedem n gibe es eine kleinste Zahl «, der ersten oder zweiten Zahlklasse 
derart, daB K, in F, — und dort also zum ersten Mal — vorkommt. Es gibe 
weiter eine Ordinalzahl « der ersten oder zweiten Zahlklasse, die alle diese «,, 
majorisiert. Wegen « < @, gabe es auch ein Element F, in A, und F, enthielte 
alle Kanten K,, also die ganze Hiille von UY. Da auch « +1<, wire, 
giibe es weiter ein Element F,,, in U. F,, miiBte ein echter Teil von F, +, sein, 
F, , , also mindestens eine Kante enthalten, die F, nicht enthalt — im Wider- 
spruch dazu, daB F, schon die ganze Hiille von M, insbesondere also auch 
jede Kante von F,., enthielt. q.e.d. 

Nach Satz 8 ist es insbesondere unméglich, jeder Ordinalzahl « der ersten 
und zweiten Zahlklasse einen Facher F, mit nur abzahlbar vielen A-Wegen 
so zuzuordnen, daB die Menge § = {F,} geschachtelt ist. .Wir formulieren 
dariiber den folgenden Satz, der die ,,Ursache“ dieser Unméglichkeit noch 
anders beleuchtet: 

Satz 9: Es sei U ein Fécher, der eine Vollverzweigung enthdlt, und es sei Y 
eine Vorschrift, die in Form einer Definition durch transfinite Induktion zu 
jeder in U geschachtelten Menge §; = {F,},,<, mit den unten genannten Eigen- 
schaften a) und b) einen Fécher F, liefert, der alle F, aus §, als echte Teil- 
fiicher enthilt und selbst ein echter oder unechter Teil von U ist, — also die 
Schachtelung ,,fortsetzt** —: 


a) Jedes F., besitzt nur abzihlbar viele A-Wege, 
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b) &, ist selbst durch die Durchfiihrung der Vorschrift Y gewonnen. 


Dann gibt es eine Ordinalzahl jy der ersten oder zweiten Zahlklasse derart, 
dap F,, eine Vollverzweigung enthdlt und die in U geschachtelte Fichermenge 
Wut. = {PF as2<n4+1 also die Bedingung a) verletzt. 


Beweis: Gabe es kein solches s, so lieferte Y zu jeder Ordinalzahl « 
der ersten beiden Zahlklassen eine in U geschachtelte Menge ¥, mit den 
Eigenschaften a) und b), insgesamt also infolge b) eine in U geschachtelte 
nichtabzaihlbare Menge im Widerspruch zu Satz §. q.e.d. 


Satz 10: Die Menge der A-Wege in einem Féicher ist entweder abzihlbar 
oder von der Michtigkeit des Kontinuums. Von der Machtigkeit des Kontinuums 
ist sie dann und nur dann, wenn der Fécher eine Vollverzweigung (als echten 
oder unechten Teilgraphen) enthalt; ist das der Fall, so gibt es in dem Fécher 
eine wohlbestimmte umfassendste Vollverzweigung V,, derart, dap jede in dem 
Facher enthaltene Vollverzweigung ein (echter oder unechter) Teil der V,, ist. 


“ 


Beweis: Wenn ein Fiacher F nichtabzaihlbar viele A-Wege enthilt, so 


muB es unter den von A fortgehenden Asten mindestens einen geben, der 


gleichfalls nichtabzaihlbar viele A-Wege enthalt. Die Anfangskanten A P, 
aller solechen Aste denken wir uns irgendwie markiert. Bei jeder der jetzt 
markierten Kanten muB es unter den von ihrem SchluBpunkt P, fortgehenden 
Asten jeweils wiederum mindestens einen geben, in den nichtabzihlbar viele 
A-Wege einmiinden. Die Anfangskanten aller dieser Aste mégen nunmehr 
fiir jeden SchluBpunkt P, einer vorher markierten Kante auch markiert 
werden; die von den SchluBpunkten dieser beim letzten Schritt markierten 
Kanten fortgehenden Aste mégen in gleicher Weise behandelt werden, und 
so fort. Bei diesem Verfahren bekommt ersichtlich jede markierte Kante 
mindestens einen markierten Nachfolger und wird auch nur — auber wenn 
sie bei A beginnt — anschlieBend an einen markierten Vorginger markiert. 
Der aus den markierten Kanten gebildete Teil V,, des Fachers ist daher selbst 
ein Fiacher, der den Anfang A von F enthalt und bereits von A aus gerichtet 
ist, wenn man jeder Kante von V, die Richtung laBt, die sie in F besaB. 


V,, ist eine Vollverzweigung: Die Kante P Q von V,, wurde ja markiert, 


weil in den Ast PQ von F nichtabzahlbar viele A-Wege einmiindeten. Ent- 
hielte der Ast PQ des markierten Teils V,, nun keinen Gabelungspunkt (n. b. 
Gabelungspunkt von V,), so gibe es nur einen markierten A-P-Q-Weg W, 
und es wiirden also in jeden von W hinter P abzweigenden Ast von F nur abzahl- 
bar viele A-Wege einmiinden. Da mit der Menge aller Aste von F auch die Menge 
dieser Aste abzahlbar ist, giibe es also nur abzihlbar viele von W hinter P 


abzweigende A-Wege in F, und auBer ihnen miindete in den Ast PQ von F 


nur noch W selbst ein. Die Kante P Q hitte also gar nicht markiert werden 
diirfen. Folglich gibt es in V, keine Aste ohne Gabelungspunkte, also keine 
Ruten, und nach Definition 2a ist daher V,, tatsichlich eine Vollverzweigung. 


Enthalt endlich F irgendeine Vollverzweigung V’, und ist P Q irgendeine 
ihrer Kanten, so gibt es nichtabzihlbar viele A-P-Q-Wege in F. Denn der 
Ast PQ von V’ ist selbst eine Vollverzweigung mit dem Anfang P = A’, 
und jeder A’-Weg dieser Vollverzweigung wird durch Voransetzen des Weges 
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ad 
A P zu einem A-Weg von F. Die Kante P Q gehért also zu V,, da nach Kon- 
struktion von V,, der ganze Weg A... PQ markiert worden sein muB. Folg- 
lich ist die markierte Vollverzweigung V, die in der Behauptung genannte 
umfassendste Vollverzweigung. 

Die tibrigen Behauptungen des Satzes ergeben sich nach diesen Vorbe- 
reitungen durch eine auf der Hand liegende Disjunktion von selbst. q.e.d. 

Bemerkung: AuBer den 2° A-Wegen der umfassendsten Vollverzweigung 
V, gibt es in einem Fiacher mit nichtabzihlbar vielen A-Wegen nur noch 
abzahlbar viele A-Wege, namlich die, die in einen der abzahlbar vielen Aste 
einmiinden, deren Anfangskanten nicht markiert wurden, weil in jeden von 
ihnen nur abzahlbar viele A-Wege einmiindeten. 

Hilfssatz 1: Fassen wir den Nullgraphen N als (uneigentlichen) Fiacher 
und als Teil jedes Fachers — also auch als Teil von sich selbst — auf, so gilt: 
ist {F,} eine wohlgeordnete Menge von Fiachern, — wobei der Index « 
des Elementes F', die Ordinalzahl| des durch F', bestimmten Abschnitts von } 
sein mége —, und ist fir F,< Fs, stets F, ein Teil von F,, in dem jede Kante 
die gleiche Richtung wie in F,, besitzt, so ist der Durchschnitt aller F, aus § 
wieder ein Fiacher. 

Beweis: Enthalt der Durchschnitt 2 Kanten A, und Kg, so gibt es in 
dem ersten Facher F, von ¥ genau einen K, mit K, verbindenden Weg. Wiirde 
eine Kante K dieses Weges nicht zum Durchschnitt gehéren, so wire die Menge 
der Facher aus %, die K nicht enthalten, nicht leer. Ist F,,,, eines ihrer Ele- 
mente, so enthalt Ff, aber die Kanten K, und K,, da sie zum Durchschnitt 
gehoren. Demnach ware F, . infolge des Fehlens der Kante K nicht zusammen- 

a) 
hangend, denn als Teil von F, kann F,,. keinen anderen K, mit K, verbin- 
denden Weg besitzen als Fy selbst. Da F,. aber als Ficher zusammenhiangend 
a 
ist, folgt, daB der Durchschnitt den ganzen K, mit K, verbindenden Weg aus F, 
enthalten muB und also zusammenhangend ist. 

Der Durchschnitt ist entweder der Nullgraph, oder er enthalt mindestens 
eine Kante PQ von Fy. Der erste Fall bedarf keiner Untersuchung. Liegt 
der zweite Fall vor, so mégen in F, von Q die n Kanten Q R,,..., QR, (n = 1) 
ausgehen. Mindestens eine von ihnen muB gleichfalls zum Durchschnitt ge- 
héren. Andernfalls giibe es nimlich zu jedem & == 1,..., » einen ersten Facher 
F, in ®, der die Kante QR, nicht mehr enthalt. Unter diesen endlich vielen 

X f- k 
Fichern gibe es dann einen letzten Pi und dieser enthielte keine der Kanten 
QOR,....,.QGR,. Da Po aber die Kante P Q enthialt, die ja zum Durchschnitt 
gehort, wire somit Q ein Endpunkt von Fo: Der einzige eventuelle End- 
punkt A eines Fiachers ist aber niemals SchluBpunkt einer gerichteten Kante. 
Folglich ist der SchluBpunkt Q einer zum Durchschnitt gehdrigen Kante P Q 
sicher kein Endpunkt des Durchschnitts. 

Waren nun die Anfangspunkte P, und P, zweier Kanten P, Q, und P, Q, 
Endpunkte des Durchschnitts, so miiBte der P, mit P, verbindende 
Weg in Fy, der (s. 0.) auch zum Durchschnitt gehért, von der Form 


P, Q, R,...R, Q, P, sein. Infolge der Orientierungen P,Q und Q, P, und 
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wegen der Vorschriften des Orientierungsverfahrens (s. d.) wiirde dieser Weg 
also — als Folge orientierter Kanten geschrieben — von folgender Form sein: 


P, Q 3 oe R, Q2 Q P,. Es miBte daher zwei gerichtete Kanten U. iW 


und WU , mit dem gemeinsamen SchluBpunkt W auf diesem Wege und somit 
in dem Facher F,, geben, wihrend die Vorschriften des Orientierungsverfahrens 
ohne weiteres erkennen lassen, da8 zwei gerichtete Kanten eines gerichteten 
Fichers wohl einen gemeinsamen Anfangs-, nie aber einen gemeinsamen 
SchluBpunkt haben kénnen. Folglich kann der Durchschnitt héchstens einen 
Endpunkt besitzen. 

Wenn also der Durchschnitt nicht der uneigentliche Fiacher N ist, besitzt 
er nach Bemerkung | zur Formulierung der Beweise alle von einem Fiacher 
geforderten Eigenschaften. q.e. d. 


Hilfssatz 2: Werden in einem Facher F alle diejenigen Aste PQ ge- 
strichen, die nur endlich viele Gabelungspunkte enthalten, so ist der ver- 
bleibende Rest wieder ein Faicher, und zwar dann und nur dann der uneigent- 
liche Facher N (Nullgraph), wenn F selbst nur endlich viele Gabeiungspunkte 
enthielt. : 

Beweis: Haben alle vom SchluBpunkt Q einer Kante PQ von F fortgehen- 
den Aste nur endlich viele Gabelungspunkte, so gilt wegen des endlichen Grades 


von Q das gleiche von dem Ast PQ selbst: Q kann daher kein Endpunkt 
des Restes sein. 


Ist eine bei P endende Kante O P in F vorhanden und gehért sie zu einem 


Ast mit nur endlich vielen Gabelungspunkten, so ist der Ast OP offenbar 
gleichfalls ein zu streichender Ast: er kann nicht unendlich viele Gabelungs- 
punkte besitzen und Teil eines Astes mit endlich vielen Gabelungspunkten 


sein. Dieser Ast OP enthilt aber jede von P fortgehende K ‘ante P Q, die also 
mitgestrichen wird. Folglich: mit einer Kante PQ enthalt der Rest, — wenn 
? + A ist —, auch die Kante O P und daher den ganzen Weg A P. Also ist 


auch der Anfangspunkt P + A einer Kante P Q kein Endpunkt des Restes 
und der Rest zusammenhiangend; er besteht offenbar aus A-Wegen von F, — 
wenn er nicht der Nullgraph JN ist. 

Enthalt F nur endlich viele Gabelungspunkte, so kann auch jeder von A 
fortgehende Ast von F nur endlich viele Gabelungspunkte enthalten und 
wird also gestrichen: der Rest ist der Nullgraph. Besitzt F aber unendlich 
viele Gabelungspunkte, so mu mindestens einer der endlich vielen von A 
fortgehenden Aste gleichfalls unendlich viele Gabelungspunkte besitzen und 
wird also nicht als Ganzes gestrichen. Genauer: ist W einer der nach Satz 1 


in F existierenden A-Wege mit unendlich vielen Gabelungspunkten und P Q 
eine Kante von W, so besitzt auch der Ast P Q unendlich viele Gabelungs- 


punkte. Die Kante P Q gehért also (vgl. vorangehenden Absatz) zu keinem 
Ast mit nur endlich vielen Gabelungspunkten und damit zum Rest. Folglich 
gehért jeder A-Weg W mit unendlich vielen Gabelungspunkten zum Rest. 
(Dieser ist also nicht der Nullgraph.) Ist aber W’ ein A-Weg von F mit nur 
endlich vielen Gabelungspunkten und G,, der letzte Gabelungspunkt von W’, 
so miindet W’ bei G,, in eine Rute R von F ein. Da R gestrichen werden muB, 
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kénnen von W’ héchstens die endlich vielen Kanten des Weges A G,, noch dem 
Rest angehéren. q.e.d. 


Bemerkung: Die zum Beweise des Hilfssatzes 2 nicht notwendige Aus- 
fiihrlichkeit des letzten Absatzes sollte der Erlauterung der folgenden Defi- 
nition 4 und einer spiteren Anwendung (Ableitungen einer linearen Punkt- 
menge) dienen und eriibrigt einen weiteren Beweis fir die Bemerkung, daB 
man im Hilfssatz 2 anstelle der Streichung aller Aste mit nur endlich vielen 
Gabelungspunkten auch die Streichung aller Kanten, die zu keinem A-Weg 
mit unendlich vielen Gabelungspunkten gehéren, vorschreiben kann: die ent- 
stehenden Restfacher sind identisch. 


Definition 4: Werden in einem Facher F alle Aste mit nur endlich vielen 
Gabelungspunkten gestrichen, so nennen wir den verbleibenden Restfacher 
den Verzweigungskern 1. Ordnung von F und bezeichnen ihn mit F®. F selbst 
heiBe der Verzweigungskern nullter Ordnung von F: F = F®. Ist weiter « 
eine isolierte Ordinalzahl, so verstehen wir unter dem Verzweigungskern a-ter 
Ordnung von F — in Zeichen F — den Verzweigungskern 1. Ordnung von 
F—; ist « eine Limeszahl, so verstehen wir unter F‘*) den Durchschnitt 
aller F® mit p< a. 

Nach Hilfssatz 1 und 2 ist ein Verzweigungskern beliebiger Ordnung eines 
Fachers wieder ein Ficher. 

Enthalt ein Ficher F nur abzihlbar viele A-Wege, so ist F keine Voll- 
verzweigung und enthalt also Aste mit nur endlich vielen Gabelungspunkten. 
F© ist daher dann ein echter Teil von F. Aus demselben Grunde ist auch F‘ 
ein echter Teil von F“, — falls F“ nicht der Nullgraph ist —, denn F 
muB wie eben F wegen der Abzihlbarkeit seiner A-Wege Aste mit nur endlich 
vielen Gabelungspunkten enthalten, und da in F alle diese Aste eben ge- 
strichen wurden, miissen durch die Streichungen neue entstanden sein (iiber 
das Wie vgl. etwa unten Bew. zu Satz 12), ...; F(» ist ein echter Teil jedes 
FM, da FF?) ¢ F™+) c F® ist, und so fort, solange nicht der Nullgraph 
auftritt (der ja keinen echten Teil mehr besitzt). 

Aste mit nur endlich vielen Gabelungspunkten kénnen andererseits auch 
in Fachern mit einer Vollverzweigung auftreten, — sie gehéren nur nicht 
zur Vollverzweigung. 

Dies alles laBt vermuten, daB ein gegebener Fiacher durch die sukzessive 
Bildung der Verzweigungskerne entweder zum Nullgraphen abgebaut wird, 
oder daB sich dabei eine Vollverzweigung herausschilt. 

In der Tat gilt der 


Satz 11: Ist F ein Facher mit nur abzihlbar vielen A-Wegen, so gibt es eine 
kleinste Ordinalzahl « der ersten oder zweiten Zahlklasse derart, dap F‘) der 
Nullgraph N ist. Ist F ein Facher mit nichtabzihlbar vielen A-Wegen, so gibt 
es eine kleinste Ordinalzahl « der ersten oder zweiten Zahlklasse derart, dap F‘) 
die umfassendste in F enthaltene Vollverzweigung V,, (vgl. Satz 10) ist. 

Beweis: 1. Es sei F ein Facher mit nur abzaihlbar vielen A-Wegen. Sind 
es endlich viele, so enthalt F auch nur endlich viele Gabelungspunkte, so 
daB « = 1 offenbar die behauptete Eigenschaft hat. Sind es aber unendlich 
viele, so geniigt es zu zeigen, daB es iiberhaupt ein « der ersten oder zweiten 
Zahliklasse gibt, fiir das F) = N ist. Die iibliche Wohlordnung der Ordinal- 
zahlen nach ihrer GréBe garantiert dann die Existenz eines kleinsten derartigen 
a in einer dieser Zahlklassen. 
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Wenn wir jetzt sagen werden, daB F™ einen A-Weg W von F nicht mehr 
enthalt, so ist damit der Tatbestand gemeint, daB W in F in einen Ast ein- 
miindet, der nicht mehr zu F) gehért. (Ein endliches Anfangsstiick von W 
kann also sehr wohl noch zu F‘*) gehdren.) 

Wir denken uns nun die Menge der A-Wege von F abgezahlt: W,, W,,....- 
Gibt es zu jedem n ein «, der ersten oder zweiten Zahlklasse derart, dab 
F(*») den A-Weg W,, nicht mehr enthalt, und ist « eine die «, majorisierende 
Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlklasse, so ist F“ ein Facher, der keinen 
A-Weg von F, also als Teil von F iiberhaupt keinen A-Weg enthalt und mithin 
der Nullgraph ist. 

Wir zeigen zunichst: wenn ein Facher F mit nur abzahlbar vielen A-Wegen 
einen A-Weg W besitzt, der fiir alle « der ersten und zweiten Zahlklasse noch 
in F® enthalten ist, dann besitzt F mindestens noch einen zweiten gleich- 
artigen A-Weg W’. Gibe es nimlich zu jedem der abzahlbar vielen von W 
verschiedenen A-Wege W,, ein «, der ersten oder zweiten Zahlklasse derart, 
daB FPF”) den A-Weg W,, nicht mehr enthialt, so gabe es wieder eine diese «,, 
majorisierende Ordinalzahl « in einer dieser Zahlklassen derart, daB F 
keinen dieser von W verschiedenen A-Wege, also héchstens noch W selbst 


enthalt. Ist A Q die erste Kante von W in F, so besitzt also der Ast A Q in 
F® keinen Gabelungspunkt, und folglich kann W spitestens in F(*+!) nicht 
mehr enthalten sein, obwohl mit « auch « + | der ersten bzw. zweiten Zahl- 
klasse angehort. 

Man kann nun weiter schlieBen: W und W’ besitzen einen letzten gemein- 
samen Knotenpunkt P derart, daB W und W’ in verschiedene von P fort- 


gehende Aste PQ bzw. P Q’ einmiinden. (Natiirlich kann P =A sein.) Der 


\st PQ ist seinerseits wieder ein Ficher Fy. P spielt fiir Fg die Rolle des 
\nfangs A. Fy, besitzt nur abzihlbar viele A-Wege, und zwar die A-P-Q- 
Wege von F vermindert um den Weg A P. Der A-Weg W (ohne das Anfangs- 
stiick AP) ist auch fir Fg ein A-Weg, der fiir jedes « der ersten beiden 
Zahiklassen in Fy, enthalten ist, sonst hatte er auch als A-Weg von F 
nicht diese Figenschaft gehabt. Folglich muB nach dem eben bewiesenen auch 
F, zwei solche ausgezeichnete A-Wege enthalten, die nun, da Fy in P einen 
Endpunkt hat, beide P-Q-Wege sind, und sich also erst hinter P trennen. 


\naloges gilt fiir den Ast PQ’. Somit: Jeder der beiden ausgezeichneten 
A-Wege W und W’, die sich bei P getrennt hatten, gabelt sich hinter P 
wieder in zwei ausgezeichnete A-Wege, deren jeder sich nach den gleichen 
(berlegungen wieder in A-Wege mit der gleichen Eigenschaft gabeln muB, 
und so fort. 

Wenn also F tiberhaupt A-Wege der in Rede stehenden Art besiBe, ent- 
hielte F eine ganze aus solchen A-Wegen gebildete Vollverzweigung und damit 
entgegen der Voraussetzung nichtabzihlbar viele A-Wege. Damit ist der 
erste Teil des Satzes bewiesen. 

2. Fs sei F ein Facher mit nichtabzaihlbar vielen A-Wegen und V,, die nach 
Satz 10 in F enthaltene umfassendste Vollverzweigung. Ist PQ ein Ast 


von F, dessen Anfangskante P Q nicht zu V,, gehért, so miinden in diesen Ast 
nur abzihlbar viele A-Wege von F ein. Ein solcher Ast ist also zugleich ein 
Fiacher, auf den wir den eben bewiesenen ersten Teil des Satzes anwenden 
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kénnen. Danach gehért zu jedem dieser Aste ein « der ersten oder zweiten 
Zahlklasse derart, daB der Verzweigungskern «-ter Ordnung des betreffenden 
Astes der Nullgraph ist. Da nun F (weil sogar die Menge aller Aste eines 
Fachers abzahlbar ist) nur abzaihlbar viele solche Aste enthilt, existiert ein 
% in der ersten oder zweiten Zahlklasse, das alle diese « majorisiert. 
enthalt also héchstens noch Kanten von V,. Da andererseits jede Kante 


onal 
von V,, Anfangskante eines Astes P Q von V,, mit unendlich vielen Gabelungs- 
punkten von V,, ist, zeigt eine triviale transfinite Induktion, daB ein Ver- 
zweigungskern beliebig hoher Ordnung von F die unversehrte Vollverzweigung 
V,, enthalten muB. q.e.d. 


Satz 12: Hin Fécher F, fiir den die kleinste Ordinalzahl « mit F® = N 
(Nullgraph) oder V (Vollverzweigung) gréBer als 1 ist, besitzt wnendlich 
viele Ruten. 

Beweis: F\ ist nach Voraussetzung weder der Nullgraph noch eine Voll- 
verzweigung, besitzt also mindestens eine Rute R. Der in R einmiindende 
A-Weg W muB in F selbst unendlich viele Gabelungspunkte bessesen haben, 
denn wire er bereits in F in eine Rute eingemiindet, so ware diese bei der 
Bildung von F™) gestrichen worden, und W wire in F“) gar nicht vorhanden. 
Die in den Gabelungspunkten von W in F von W abzweigenden Aste miissen 
also bei der Bildung von F fast alle gestrichen worden sein, — sonst ware 
ja R nicht entstanden. Diese unendlich vielen gestrichenen Aste von F be- 
saBen also jeder nur endlich viele Gabelungspunkte. Jeder der unendlich 
vielen in einen dieser gestrichenen Aste einmiindenden A-Wege von F kann 
also auch nur endlich viele Gabelungspunkte besessen haben und miindete 
folglich in eine Rute von F ein. q.e.d 

Satz 13: 1. Ist F,, ein Facher mit nur abzihlbar vielen A-Wegen, so ist die 
kleinste Ordinalzahl «, fiir die F, der Nullgraph ist, eine isolierte Ordinalzahl. 
2. Umgekehrt gibt es zu jeder isolierten Ordinalzahl « der ersten oder zweiten 
r, . +. + . ° ° . ~(a) , 
Zahlklasse einen Facher F,, , derart, dap « die kleinste Ordinalzahl mit Fa, = N 
(Nullgraph) ist. 3. Fiir Facher Fy mit nichtabzihlbar vielen A-Wegen, — also 
mit einer umfassendsten Vollverzweigung V, —, gilt diese Einschriinkung nicht: 
es gibt zu jedem « der ersten oder zweiten Zahlklasse und zu jeder Vollverzweigung 
, . — y . . . . (x) PY ies 
V einen Fiicher Fy, derart, dag « die kleinste Ordinalzahl mit Fy, , V ist: 
V ist zugleich die umfassendste Vollverzweigung V, von Fy, x. 

Beweis: 1. Es sei « eine Limeszahl und F, + N fiir 6 <a. Es ist zu 

4 (x) . r . ° . 
zeigen, daB dann auch F;” nicht der Nullgraph ist. In F, mégen von A die 
Kanten A P,,..., A P, ausgehen. Gibe es fiir k =1,..., je ein pp <a 

, (B ‘ re ; oa 28 
derart, daB in F‘’*) ein Ast A P, entweder iiberhaupt nicht existiert oder nur 
a 


endlich viele Gabelungspunkte besitzt, so giibe es unter diesen endlich vielen 


f, ein gréBtes: Bp <a. In FP) besiBe dann jeder Ast A P,, — wenn er 
iiberhaupt existiert —, nur endlich viele Gabelungspunkte. Folglich wire 


FUP +) der Nullgraph, obwohl mit Bp auch Bp + 1 <a wire. Es gibt daher 
mindestens eine Kante APin F, derart, daB fiir jedes 6 < « F einen Ast A P 
und insbesondere also die Kante A P enthilt: FY muB daher als Durchschnitt 
aller FY mit fB <a auch diese Kante enthalten und kann also nicht der 
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Nullgraph sein. (Durch Iteration dieses Schlusses zu einer vollstindigen 
Induktion und die Vorschrift, bei jedem Schritt alle derartigen Kanten zu 
erfassen, erhailt man alle A-Wege von F®, wodurch noch einmal deutlich 
wird, da8B und warum Fo ein Fiacher ist.) 

2. a) Ist « = 0, und wahlen wir fiir F, den Nullgraphen, so ist FY der 
Nullgraph, also « die kleinste Ordinalzahl, fiir die F{ der Nullgraph ist. 

b) Ist a = 1, so kénnen wir fir F, z. B. einen Ficher F, , wahlen, der 
nur aus einer Rute besteht: FQ, = F,,, ist nicht der Nullgraph, woh! aber 
ye. 

c) Ist « — 1 eine isolierte Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlklasse, 
und gibt es einen Facher F,,,_1, der zu « — 1 das in der Behauptung ge- 
nannte Verhiltnis hat, so kénnen wir einen Fiicher F,,, der zu « in dem 
gleichen Verhiltnis steht, folgendermaBen finden: wir denken uns eine abge- 
zihlte Folge von solchen Fiachern F,,, 1 mit den Anfiaingen A,, A,,... ge- 
geben. Aus diesen zunichst getrennt zu denkenden Fichern bilden wir einen 


> > 
einzigen Ficher durch Einfiigen von Kanten A, A,, A,A;,.... A, ist der 
Anfang A dieses zusammengesetzten Fiachers F,,. Bei der Bildung des Ver- 
zweigungskerns Fy; ) sind offenbar gerade die an den Knotenpunkten A,, 
des A-Weges W A, A,...A,... von Fa, angesetzten Fiacher Fy, ,-1 
zu Nullgraphen abgebaut, und nur W ist iibriggeblieben: F,’, ist der Null- 
graph, F? = ) aber noch nicht. 

d) Ist schlieBlich «— 1 eine Limeszahl der zweiten Zahlklasse, so kon- 
struieren wir F,. , folgendermaBen: es gibt abzihlbar unendlich viele isolierte 
Ordinalzahlen 6 <«—1. Gibt es zu jedem solchen # einen Facher Fg, z 
mit der in Rede stehenden Eigenschaft, so denken wir uns diese f abgezahlt, 
zu jedem von ihnen einen Fiacher Fg, , gewaihlt und deren Anfinge A,, Ag, ... 
gleichfalls abgezihit. Wie in c) verbinden wir diese zunachst getrennt zu 
denkenden Fiacher durch Kanten A, Ay, Ag, Ag, ... zu einem einzigen Facher 
F,.. mit dem Anfang A,. Dann besteht Fr; ) nur aus dem A-Wege 


W =A, A,...A,.... Denn einerseits gehért jeder von W abzweigende Ast 
A,, P ja zu einem Fiacher Fy z, der schon bei der Bildung des Verzweigungs- 
kerns der Ordnung # < « — 1 zum Nullgraphen abgebaut war, andererseits 


zweigen fiir jedes « < «—1 in Fy’, immer noch unendlich viele Aste von W 
ab, da ja die Ordinalzahlen uw + 1, uw + 2,...< «—1 sind ohne Limeszahlen 
zu sein, und die an W angesetzten Ficher F, , 4» in FY. also noch nicht zu 
Nullgraphen abgebaut sind: W gehért daher zu jedem Fy, mit uw <a— 1 
und damit zu deren Durchschnitt ie 

e) Mit b), c) und d) sind die Bausteine einer nunmehr auf der Hand lie- 
genden transfiniten Induktion im Rahmen der ersten beiden Zahlklassen ge- 
geben, die den zweiten Teil des Satzes beweist: aus b) und c) folgt die Existenz 
der F, , fiir « 1,2,...,,..., und daraus folgt sie nach d) fiir « = ™, + 1, 
und so weiter. 

3. Es sei V irgendeine Vollverzweigung. 

a) a» sei eine isolierte Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlklasse, 
F,,., ein zu % gehériger Ficher gema®B 2., Ay sein Anfang und P irgendein 








Struktur und Machtigkeit von unendlichen Graphen. 249 


Knotenpunkt von V. Die zuniachst getrennt zu denkenden Ficher V und 
F,,., verbinden wir durch eine neue Kante PA, zu einem einzigen Fiacher 


Fy,., Der Ast PAy von Fy,,, ist dann offenbar bei a, aber nicht friiher 
zum Nullgraphen abgebaut, Fy,., geniigt also der Behauptung des Satzes. 

b) a» sei eine Limeszahl der zweiten Zahlklasse, } = {Fg,s} sei analog 2. d) 
eine abgezihlte Menge von Fiachern, in der es zu jedem f < a, das nicht 
Limeszahl ist, einen gemaB 2. zu 6 gehérigen Ficher Fg, gibt, A, A,,... 
seien die Anfainge dieser Fiicher und P,, P2,... sei eine Abzaihlung der Knoten- 
punkte von V. Wir fiigen nun die zunichst voneinander und von V getrennt 
zu denkenden Ficher von § mit der Vollverzweigung V durch Einfiihrung von 


Kanten P, A,, P,, Ag,... zu einem einzigen Fiacher Fy,,., zusammen. Indem 
man in 2. d) V anstatt W und a, anstatt « — 1 liest, kann man fast wortlich 
wie dort erkennen, daB FY?,, = V fiir « = a, aber nicht vorher gilt. q.e. d. 


Anwendungen auf lineare Punktmengen. 


Es sei p > | eine natiirliche Zahl, und es bedeute V,, wieder (vgl. ,, Bezeich- 
nung nach Satz 3) eine Vollverzweigung, in der A von p-tem Grade und 
jeder weitere Knotenpunkt von (p + 1)-tem Grade ist. In V, sind dann alle 

> 


D 
> > 

Knotenpunkte P Gabelungspunkte, von denen p Kanten P Q,, PQ,,-.-, PQp—1 
fortgehen, die wir uns dementsprechend mit 0, 1,..., (p — 1) beziffert denken. 

Zur Erleichterung einer anschaulichen Vorstellung und der Ausdrucks- 
weise kann man sich V, o. B.d. A. so in eine Ebene eingebettet denken, da8 
ein geniigend kleiner Kreis um P die in P zusammenstoBenden Kanten bei 
jedem P in der Reihenfolge 0,...,(p — 1), O P schneidet (— bei P = A 
existiert keine Kante O A —), wenn man ihn von seinem Schnittpunkt mit 


PQ, aus im mathematisch negativen Sinne durchlauft: 








Fig. 1. Einbettung der Vy in die Ebene. (Zur Wah] des Durchiaufungssinnes vgl. spéiter (a) ). 


(Z) Die Kanten eines A-Weges von JV, stellen so, wie sie in V,, aufeinander- 
folgen, eine Kantenfolge (K,) dar. Ersetzen wir in (K,,) jedes Glied K,, durch 
die Ziffer a,, die K, in V, tragt, so entsteht eine Ziffernfolge (a,) mit 
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schen Bruches 0,a,a,... eindeutig eine reelle Zahl x zuordnen, fir die 
0 <2x<1 ist. Dain V, bei jedem Knotenpunkt P, der von A die Entfernung 
n — 1 hat, genau eine mit a, (0 <a, < p— 1) bezifferte Kante zur Verfigung 
steht, gibt es umgekehrt zu jedem p-adischen Bruch der Form 0, a, a,... 
genau einen A-Weg in V,,, dem dieser p-adische Bruch im eben genannten 
Sinne zugeordnet ist. 


0 <a, < p—1, und jedem A-Weg von V, lat sich somit in Gestalt des p-adi- 


Wegen der bekannten Nichteindeutigkeit der p-adischen Schreibweise 
fiir reelle Zahlen ist die damit gegebene Zuordnung zwischen A-Wegen von V , 
und reellen Zahlen 0 < x <1 nur in der Richtung A-Weg - = eindeutig. 
Die abzahlbar unendlich vielen Zweideutigkeiten in der Richtung x + A-Weg 
sind zwar klar zu iibersehen, bedingen aber haufige Fallunterscheidungen 
und Zusatzbestimmungen. 

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 

Es seien W, und W, zwei A-Wege von V,, und W, mége im Gabelungs- 


> 


punkt P von W, abzweigen. (Es darf P = A sein.) Die Anfangskante P Q 
des Astes PQ, in den W, dabei einmiindet, mége eine gréBere Ziffer tragen 


als die Anfangskante PR des Astes PR, in den W, hinter P einmiindet; 
wir sagen dann: W, liegt rechts von W,, bzw. W, liegt (oder verlauft usw.) 
link: von W,; 

liegt W rechts von W,, aber links von W, (— notwendig ist dazu: W, liegt 
links von W, —), dann sagen wir: W liegt zwischen W, und W,; 

gibt es keinen A-Weg W, der zwischen W, und W, liegt, liegt aber W, 
links von W,, so nennen wir W, und W, Nachbarn oder benachbart und be- 
zeichnen auch W, als den linken Nachbar von W, und W, als den rechten 
Nachbar von W,. 

Demnach sind zwei A-Wege dann und nur dann benachbart, wenn sie 
erstens bei ihrem letzten gemeinsamen Gabelungspunkt P in Aste P Q, und 


PQ,« ; einmiinden, deren Anfangskanten nur um | verschiedene Ziffern 


tragen: PQ,~k, PQ..;~k-+ 1, und wenn zweitens der A-Weg, der die 
Kante PQ, wahlit, hinter Q, ausnahmslos Kanten mit der Ziffer p— 1 auf- 
weist, so daB hinter P kein A-Weg nach rechts von ihm abzweigen kann 


wahrend der A-Weg, der die Kante PQ,., wahlt, hinter Q; 4, ausnahmslos 
Kanten mit der Ziffer 0 enthalt, so da®B hinter P kein A-Weg nach links von 
ihm abzweigen kann. Es gibt also insbesondere zu jedem A-Weg héchstens 
einen Nachbar und insgesamt abzahlbar unendlich viele Paare von Nachbarn, 
da es in jedem der abzihlbar unendlich vielen Knotenpunkte von V, p — 1 
MOglichkeiten zur Bildung von Nachbarpaaren gibt. 

Aus (Z) laBt sich nun direkt ablesen: 

(a) Sind W, und z, einerseits und W, und 2, andererseits einander durch 
(Z) zugeordnet, so gilt: 

sind W, und W, benachbart, so ist z, = 2,; 

sind W, und W, nicht benachbart, so ist z, + z,; 

liegt W, links von W,, so ist xz, < 24; 

liegt W, links von W,, ohne mit W, benachbart zu sein, so ist 2, < 24; 
ist x, = z,, so sind W, und W, entweder identisch oder benachbart; 
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ist x, + 2, so sind W, und W, weder identisch noch benachbart; 

ist x, < 2, so liegt W, links von W, und ist mit W, nicht benachbart; 
und allgemeiner ausgedriickt: 

jedem Paar benachbarter A-Wege entspricht genau eine (rationale) Zahl, 
die sich als ,,abbrechender“ p-adischer Bruch schreiben laBt, und umgekehrt; 
jedem A-Weg, zu dem kein Nachbar existiert, entspricht genau eine Zahl, 
die sich nicht als abbrechender p-adischer Bruch schreiben laBt, und umge- 
kehrt. 

(a) 1iBt sich erginzen durch 

(a’) Ist 2, < 2, und sind x, und W, einerseits und 2, und W, andererseits 
einander durch (Z) zugeordnet, so entsprechen einander vermége (Z) auch: 
das abgeschlossene Intervail (z,, z,) und die Menge alle A-Wege zwischen 
W, und W, zuziiglich dieser A-Wege W, und W, selbst. 

Beweis zu (a’): Nach (a) liegt W, links von W,. Liegt W zwischen W, 
und W,, hier also rechts von W, und links von W,, und ist W vermége (Z) 
die reelle Zahl x zugeordnet, so ist nach (a2) 27, < 2< 2,. Ist umgekehrt 
x, < x< 2, und ist W vermége (Z) dem zx zugeordnet, so liegt — wieder 
nach (a) — W, links von W und W, rechts von W, also W zwischen W, und W,. 

(ZF) Jedem Ficher F, der ein Teil von V, ist und den Anfang A von V,, 
enthalt, entspricht vermége der Zuordnung (Z), — wenn man die Einbettung 
von F in V, beachtet, d. h. jeden A-Weg von F zugleich als wohlbestimmten 
A-Weg von V, auffaBt —, eine wohlbestimmte Menge R = {2} reeller Zahlen 
0s a 5. 

Bedenkt man nun, daB das Ubereinstimmen zweier A-Wege in den ersten 
n-Kanten die Ubereinstimmung der zugeordneten p-adischen Briiche in den 
ersten n-Ziffern bedeutet, und umgekehrt, so schlieBt man sehr leicht auf 
(b) und (b’): 

(b) Jeder A-Weg W von F mit unendlich vielen Gabelungspunkten ist 
Bild eines Haiufungspunktes von R. (Unter den unendlich vielen von W ab- 
zweigenden A-Wegen kann héchstens einer Nachbar von W sein, — d. h. 
dasselbe Bild in R haben wie W —, und die iibrigen von diesen A-Wegen 
kénnen auch nur paarweise benachbart sein: zu den unendlich vielen von W 
abzweigenden A-Wegen gibt es also unendlich viele verschiedene Bilder in R, 
die sich im Bilde von W haufen.) Ein A-Weg W von F mit nur endlich vielen 
Gabelungspunkten ist gleichfalls Bild eines Hiufungspunktes von R, wenn 
er in V, einen Nachbar besitzt, der auch zu F gehért und in F unendlich 
viele Gabelungspunkte besitzt. In jedem anderen Falle — d.i. also, wenn 
entweder kein Nachbar von W in V, existiert, oder, falls er existiert, nicht 
zu F gehért, oder, falis er zu F gehért, in F auch nur endlich viele Gabelungs- 
punkte besitzt —, ist das Bild eines A-Weges von F mit nur endlich vielen 
Gabelungspunkten ein isolierter Punkt. von R; 

(b’) zu jedem Haufungspunkt xz von RF gibt es in F einen A-Weg W mit 
unendlich vielen Gabelungspunkten, dessen Bild 2 ist. (Besitzt W in f 
einen Nachbar, und gehért dieser gleichfalls zu F, so braucht er nicht not- 
wendig auch unendlich viele Gabelungspunkte zu haben.) Ein isolierter Punkt 
von R ist einem oder zwei A-Wegen von F zugeordnet, die nur endlich viele 
Gabelungspunkte besitzen. 

Der Beweis zu (b) ist in (b) selbst und in der Vorbemerkung zu (b) geniigend 
angedeutet. Ein Beweis zu (b’) kann bequem auch aus dem Absatz oberhalb 
(d) herausgelesen werden. 
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(b’) bedeutet: 
(c) Die Menge R der reellen Zahlen 0 < x < 1, die den A-Wegen eines als 
Teil von V, gegebenen Fachers F (— der A von V, enthalt —) im Sinne von 
(ZF) zugeordnet sind, ist abgeschlossen. 


(ZX) Ist umgekehrt eine Menge M = {z} reeller Zahlen 0 < 2 <1 ge- 
geben, so denken wir uns zunichst jedes x aus M als nichtabbrechenden 
p-adischen Bruch geschrieben und dann in V, jeden A-Weg markiert, der 
einem dieser p-adischen Briiche entspricht: der markierte Teil F von V, ist 
dann ein Fiacher, der A von V, enthiilt. 

Beweis zu (ZX): Da jede markierte Kante von F einem A-Weg von V,, 
angehért, und da jeder A-Weg von V, ein Teilfiicher von V, ist, der den 
Anfang von V,, enthalt, folgt die Behauptung sofort aus Satz 6. 

Die gemaiB (ZF) diesem Ficher F entsprechende Menge R ist nach (c) 
abgeschlossen, also R 2M. War M selbst abgeschlossen, so wird man hoffen: 
R=M. Das ist in der Tat richtig: Die Kanten eines A-Weges W von F 
wurden ja markiert, weil sie in A-Wegen mit zugeordnetem zx aus M vor- 
kamen. Hiatte W kein Bild in M, so miBte jeder A-Weg mit Bild in M, 
der Kanten von W enthalt, nach — von A aus gezahlt — endlich vielen 
Kanten von W abzweigen. Es wiren also unendlich viele solche A-Wege 
notig, um alle Kanten von W zu markieren und die Bilder dieser A-Wege 
wiirden sich auf der reellen Achse im Bilde von W hiufen (vgl. (b)). Dieses 
miBte wegen der Abgeschlossenheit von M also doch zu M gehéren. 

Hieraus ergibt sich einerseits 

(d) Zu jeder abgeschlossenen Menge M = {x} reeller Zahlen O< x <1 
gibt es einen Teilfacher F von V,, derart, daB jedem A-Weg von F genau ein x 
aus M und jedem z aus M mindestens ein A-Weg von F (und héchstens zwei) 
zugeordnet ist. F kann nach der Vorschrift (2X) oder nach den Vorschriften 
(ZX) und (ZX) (s. u.) konstruiert werden. Wird dann wieder gemaB (ZF) 
die Menge R zu F gebildet, so ist R = M. Zwischen F und M gelten (b) und (b’); 

und andererseits, indem man in der Herleitung von (d) die Voraussetzung 
der Abgeschlossenheit von M auBer acht laBt, 

(e) Ist M nicht abgeschlossen, F der gemaB (ZX) zu M gehérige Facher 
und W ein A-Weg von F, dem kein zx aus M entspricht, so besitzt W unend- 
lich viele Gabelungspunkte und entspricht einem Haufungspunkt von M. 

Da ein A-Weg von F nur entweder ein Bild in M haben kann oder nicht, 
folgt aus (b), (e) und (d): 

(f) Ist F der gemaB (ZX) zu einer beliebig gegebenen Menge M = {7}, 
0 < 2x< 1, gehdérige Teilficher von V, und W ein A-Weg von F mit unend- 
lich vielen Gabelungspunkten, so entspricht W ein Haufungspunkt von M; 
bildet man zu F gemaB (ZF) die Menge R, so ist R = M + M’ die abge- 
schlossene Hille von M. 

Jetzt sieht man leicht: 

(g) Bildet man zu irgendeiner Menge M reeller Zahlen 0 < x < 1 gemaB 
(ZX) einen Facher F, zu diesem den Verzweigungskern a-ter Ordnung F 
und zu diesem wieder gemaB (ZF) die Menge R, so ist R = M®) die Ableitung 
a-ter Ordnung von M. 

Beweis zu (g): F entsteht durch sukzessives Streichen der jeweils vor- 
handenen Aste mit nur endlich vielen Gabelungspunkten; da in solche Aste 
ausschlieBlich A-Wege mit nur endlich vielen Gabelungspunkten einmiinden 
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kénnen. sind diese Streichungen nach (b) und (b’) gerade gleichbedeutend 
mit dem sukzessiven Entfernen der jeweils vorhandenen isolierten Punkte, 
also mit der Bildung von M®), — wenn sich dabei F und M’ entsprechen. 
Das zeigt aber gerade (f), wenn man die eben gemachte Uberlegung auf « = 1 
anwendet. 


Es ist unméglich, (ZX) durch eine Vorschrift zu ersetzen, die Eineindeutig- 
keit der Abbildung M -- F erzielt, wenn man nicht tiberhaupt die Zuordnungs- 
idee Kantenfolge -- p-adischer Bruch aufgeben will: wahlt man namlich 
als M z. B. die Menge aller reellen Zahlen 0 < x < 1, so ist notwendig F = V, 
und enthalt also benachbarte A-Wege. Gewisse dieser durch (ZX) in (d) 
mdglicherweise bestehenden Zweideutigkeiten sind aber vermeidbar; daB der 
rechte von zwei markierten Nachbarwegen nur endlich viele Gabelungspunkte 
besitzt, kann nicht vorkommen. Denn die Vorschrift in (ZX), die Elemente x 
von M zunichst als nichtabbrechende p-adische Briiche zu schreiben und dann 
die diesen Briichen entsprechenden A-Wege zu markieren, bedeutet ja, daB 
von zwei Nachbarwegen immer nur der linke markiert wird. Der rechte Nach- 
bar ist also nur markiert, wenn alle seine Kanten im Verlauf der Markierung 
anderer A-Wege markiert wurden. Dabei bekommt er aber unendlich viele 
Gabelungspunkte, da jeder dieser anderen A-Wege nach endlich vielen Kanten 
von ihm abzweigen muB. Haben beide Nachbarwege unendlich vieleGabelungs- 
punkte, so muB die Zweideutigkeit in Kauf genommen werden (vgl. u. Abs. 
nach (ZX’)). In dem noch verbleibenden Falle kann man von der Zusatz- 
vorschrift Gebrauch machen: 


(ZX") Ist einer abgeschlossenen Menge M gemaB (ZX) ein Facher F zu- 
geordnet, und enthalt F zwei benachbarte A-Wege W, und W, von V, derart, 
daB der rechte Nachbar W, unendlich viele, der linke Nachbar W, aber nur 
endlich viele Gabelungspunkte von F enthalt, und ist P der letzte Gabelungs- 


punkt von W,, so streichen wir in F die Rute P Q, in die W, éinmiindet. Ist 
diese Vorschrift auf alle in Frage kommenden Ruten von F angewandt worden, 
so ist der verbleibende Rest wieder ein Fiacher, und dieser besitzt nunmehr 
keine Ruten, die durch eine erneute Anwendung dieser Vorschrift (ZX’) ent- 
fernt werden kénnten. (DaB dem Rest dann vermége (ZF) wieder die ge- 
gebene Menge M entspricht, ist selbstverstindlich, da ja der die gleiche Zahl 
wie W, repriasentierende rechte Nachbar W, jeweils im Rest verbleibt.) 


Beweis zu (ZX’): (Der Hilfssatz 2 ist hier nicht ohne weiteres anwendbar, 
da hier ein anderer — wenn auch ahnlich scheinender — StreichungsprozeB 
vorgenommen wurde als dort.) Sind W,, W, und W;, W; zwei Paare benach- 
barter A-Wege, und liegt W, links von Wj, so verliuft nach der Nachbar- 
schaftsdefinition W, zwischen W, und W;. Gehen in einem gema$ (ZX) 
konstruierten Ficher F vom Punkte P zwei gemaéB (ZX’) zu streichende 
Ruten W, und W; fort, so muB danach der in F verbleibende A-Weg W, 
auch ein A-P-Weg sein, so daB durch die Streichungen gemaéB (ZX’) P + A 
kein Endpunkt werden und A nicht verloren gehen kann. Zugleich sichert 
das Verbleiben dieser A-P-Wege W, den Zusammenhang des Restes, der 
folglich ein Fiacher ist. Weiter kann ein A-Weg W von F, der unendlich 
viele Gabelungspunkte enthalt, durch diese Streichungen nicht in einen A-Weg 
mit nur endlich vielen Gabelungspunkten verwandelt werden: gibt es niéim- 
lich iberhaupt unendlich viele von W abzweigende Ruten, die in ihrer Eigen- 
schaft als linke Nachbarn zu streichen sind, so gibt es unter ihnen auch 
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unendlich viele, die alle links oder alle rechts von W liegen. Sind nun W, und 
W; zwei solche von W nach der gleichen Seite abzweigende Ruten, und liegt 
etwa W, links von W;, — wir iibertragen hier die fiir A-Wege erklarten Be- 
zeichnungen ohne Befiirchtung von MiBverstindnissen auf die Ruten, in die 
die A-Wege einmiinden —, so muB offenbar der zwischen ihnen verlaufende 
und im Rest verbleibende rechte Nachbar W, von W, zwischen den Abzwei- 
gungspunkten von W, und W; oder in einem dieser Abzweigungspunkte 
gleichfalls von W abzweigen, — eben weil er zwischen W, und W; verlauft. 
Aus der Existenz unendlich vieler nach der gleichen Seite von W abzweigenden 
und zu streichenden Ruten folgt danach sofort die Existenz unendlich vieler 
Gabelungspunkte von W im Rest, namlich der Abzweigungspunkte solcher 
rechten Nachbarn. Denn da von einem Cabelungspunkt nur endlich viele 
Ruten fortgehen kénnen, muB W unendlich viele Abzweigungspunkte von 
auf der gleichen Seite von W liegenden und zu streichenden Ruten haben. 
Sind G, und G‘ irgend zwei von ihnen, so liegt also einerseits auf dem Wege 
G, G, ein Abzweigungspunkt eines im Rest verbleibenden rechten Nachbarn, 
andererseits gibt es aber zwei weitere Punkte G, und G3 derart, daB die Wege 
G, G@, und G, Gg keinen gemeinsamen Punkt haben, der auf dem Wege G, Gz 
liegende Gabelungspunkt von W (Abzweigungspunkt eines rechten Nachbarn) 
also von dem erstgenannten verschieden ist, und so fort. q.e.d. 

Wir kénnen zusammenfassend sagen: 

(b’d’) Wird einer abgeschlossenen Menge M = {x} reeller Zahlen 0 < x < 1 
gemaB (ZX) und (Z X’) ein Teilfacher F von V,, zugeordnet, so werden dabei 
die isolierten Punkte von M umkehrbar eindeutig auf die A-Wege von F, 
die in Ruten einmiinden, abgebildet. (Das gilt schon bei Anwendung von 
(ZX) allein und auch fiir nichtabgeschlossene Mengen.) Haufungspunkte 
von M kénnen zwei Bilder in F haben, die dann benachbarte A-Wege, beide 
mit unendlich vielen Gabelungspunkten sind. Jedem A-Weg von F mit un- 
endlich vielen Gabelungspunkten entspricht genau ein Hiufungspunkt von M. 
Bildet man zu F gemaB (ZF) die Menge R, so ist R = M. 

LaBt man in (Z.X’) und (b’d’) das Wort ,,abgeschlossen“ fort, so bleibt 
(b'd’) bis auf den letzten Satz richtig. Die Haufungspunkte, von denen die 
Rede ist, sind dann nicht notwendig Elemente von MM. 

Aus (6’d’) und Definition 2 ist direkt abzulesen: 

(h) Jeder perfekten Menge reeller Zahlen 0 < x < 1 entspricht vermdége 
(ZX) und (ZX) eine Vollverzweigung, und jeder Vollverzweigung, die als A 
enthaltender Teil von V,, aufgefaBt werden kann, entspricht vermége (ZF) 
eine perfekte Menge. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man verschiedene, in der Mehrzahl 
bekannte Sitze iiber lineare, hauptsichlich abgeschlossene Punktmengen aus 
den iiber Facher angestellten Betrachtungen ablesen, ohne daB weitere wesent- 
liche Beweisgedanken erforderlich waren. Wir denken uns dazu jeder Menge 
reeller Zahlen 0 < x < 1 durch (ZX) und (ZX’) einen Teilfaicher F von V, 
zugeordnet. Die Vorschrift (Z X’) ist dabei nur fiir perfekte Mengen von Wert 
(vgl. (h)). Inwiefern die Einschrinkung auf das Intervall 0... 1 keine Be- 
schrinkung der Allgemeinheit darstellt, bedarf bei den einzelnen Behaup- 
tungen wegen der bekannten ahnlichen Abbildbarkeit der Intervalle (0, 1), 
a,b) und (— oo, + co) aufeinander keiner Ausfiihrung. Die Auflockerung 
des Kontinuums in einen Ficher aus ,,sichtbar** diskreten A-Wegen gestattet, 
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da die Ordnung erhalten bleibt, einige Tatsachen der Punktmengenlehre zu 
veranschaulichen und andere, die gewohnlich tiberraschend wirken, in ihren 
Ursachen versténdlich zu machen. 

Als besonders einfache Beispiele nennen wir: 

1. Satz von Botzano-WEIERSTRASS (Hiaufungsstellensatz). 

Beweis: Satz 1. 

2. Jede abgeschlossene lineare Punktmenge ist entweder abzaihlbar oder 
von der Miachtigkeit des Kontinuums. 

Beweis: (b'd’) und Satz 10. 

3. Jede abgeschlossene lineare Punktmenge ist héchstens abzahlbar oder 
perfekt, oder als Summe einer perfekten und einer héchstens abzihlbaren 
Menge darstellbar. 

Beweis: (b’d’), (h), Satz 10 und die ,,Bemerkung* hinter Satz 10. 

4. Nirgends dichte perfekte Mengen: 


Die Cantorsche ,,Wischmenge“ entsteht, wenn man in einer V, bei jedem 
Gabelungspunkt den mittleren Ast streicht, d. h. den, dessen Anfangskante 
die Ziffer 1 trigt. Der Rest ist wieder eine 
Vollverzweigung, die zugehérige Menge nach (h) 
also perfekt und wegen (a’) nirgends dicht, da 
zwischen irgend zwei A-Wegen des Restes 
bereits da, wo der eine vom anderen abzweigt, 
ein Ast gestrichen wurde: (der hier einem 
offenen Intervall entspricht, da die den ge- 
strichenen Ast nach rechts und links begren- 
zenden A-Wege Nachbarn besitzen, die im 
ungestrichenen Rest verbleiben). 

Die bekannte, nirgends dichte perfekte 
Menge der Dezimalbriiche, die nur die Ziffern 0 
und | enthalten, entsteht, wenn man in einer 
Vio alle Aste streicht, deren Anfangskanten 
eine der Ziffern 2,...,9 tragen. Der Rest ist 
wie eben eine V,, wenn man die Einbettung 
in die V,, nicht beachtet. Aus analogen 
Griinden wie eben entspricht dem Rest daher 
eine nirgends dichte perfekte Menge. 

5. Eine perfekte lineare Punktmenge M 
kann (héchstens) abzihlbar viele Punktepaare 
enthalten, bei denen jeder Punkt eines Paares 
in bezug auf den andern Punkt desselben 
Paares ein zu ihm in M nichstgelegener Fig. 2. Die Cantorsche Wischmenge. 
Punkt ist. Die perfekte Menge M laBt sich auf 
das abgeschlossene Intervall (0, 1) ahnlich abbilden, wenn man in ihr jeweils 
die beiden Punkte eines solchen Paares miteinander identifiziert. 

Beweis: Die V, entspricht dem ganzen abgeschlossenen Intervall (0, 1). 
V sei die M gemaB (h) entsprechende Teilvollverzweigung von V,. Wir nennen 
zwei A-Wege von V ,,Nachbarn in V“‘, wenn kein A-Weg von V zwischen 
ihnen verliuft. Nachbarn in V kénnen verschiedene Punkte von ¥ repra- 
sentieren, von denen dann jeder ein zu dem anderen in M nichstgelegener 
Punkt ist. Umgekehrt miissen in M zueinander nichstgelegene Punkte durch 

7° 
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Nachbarn in V reprisentiert werden. Wie in V, gibt es aber auch in V nur 
abzihlbar viele Nachbarpaare. Wir denken uns nun in V, falls A ein Endpunkt 
von V ist, den Weg von A bis zum ersten Gabelungspunkt hinter A (vgl. 
Beweis zu Satz 1) gestrichen. Ist P ein von diesem Gabelungspunkt ver- 
schiedener Knotenpunkt des Restes von V, der kein Gabelungspunkt dieses 
Restes ist, so mégen die beiden in P zusammenstoBenden Kanten zu einer 
Kante verschmolzen werden. Die so behandelte Vollverzweigung V hat dann 
wieder die Gestalt von V, angenommen, und die behauptete Mdéglichkeit 
der ahnlichen Abbildung ist damit evident. 

6. Die Menge der Verdichtungspunkte einer nichtabzaihlbaren linearen 
Punktmenge ist perfekt; der Menge selbst gehéren nichtabzahlbar viele ihrer 
Verdichtungspunkte an. 

Beweis: Genau wie bei der Konstruktion von V, im Beweis zu Satz 10 
schlieBt man: ist F der der gegebenen Menge M zugeordnete Teilfacher von V,, 
so muB F eine umfassendste Vollverzweigung V,, enthalten, in deren jeden 
Ast Z nichtabzahlbar viele A-Wege mit zugeordnetem x aus M einmiinden. 
Die V, durch (ZF) zugeordnete Menge F ist die Menge der Verdichtungs- 
punkte von M, die also nach (h) perfekt ist. Ist nimlich W ein A-Weg von 
V,,, 80 gibt es zu jedem n > 0 einen Ast Z,, von V,,, der erst hinter der n-ten 
Kante von W abzweigt. Die nichtabzihlbar vielen in Z, einmindenden 
A-Wege mit zugeordnetem x aus M bedeuten die Existenz nichtabzaihlbar 
vieler x in M mit |x — z,| < p~”", wenn 2, das Bild von W ist. Ist umge- 
kehrt xz, ein Verdichtungspunkt von M, so bedeuten die nichtabzahlbar vielen 
x in M mit |x — 2,| < p-", daB in F ein zy reprisentierender A-Weg W, 
existiert, von dem die den genannten x zugeordneten A-Wege erst hinter der 
n-ten Kante abzweigen kénnen, so daB also die ersten n-Kanten von W, 
fiir jedes n zu V,, gehdren, und daB somit W, selbst zu V, gehdrt. SchlieBlich 
besitzt V,, nach Konstruktion nichtabzihlbar viele A-Wege mit zugeordnetem 
x aus M, und nach dem oben Bewiesenen sind diese nichtabzahlbar vielen x 
aus M Verdichtungspunkte von M. 

Bezeichnung: Unter einer verdichteten Menge wollen wir eine Menge ver- 
stehen, die nur aus Verdichtungspunkten von sich selbst besteht (— aber 
nicht notwendig alle ihre Verdichtungspunkte enthilt). 

Dann kann man in Analogie zu 3. behaupten: 

3a. Jede lineare Punktmenge ¥ ist entweder héchstens abzihlbar oder 
eine verdichtete Menge, oder als Summe einer héchstens abzihlbaren und einer 
verdichteten Menge darstellbar. 

Beweis: Vgl. Beweis zu 6.; wir setzen M = M, + My, wobei My die Teil- 
menge derjenigen x aus M ist, fiir die ein zugeordneter A-Weg zu V,, gehort, 
und M,= M— My ist. Nach dem Beweis zn 6. ist dann My (entweder 
die Nullmenge oder) eine verdichtete Menge, und M, ist abzihlbar, de es 
ja nach der Bemerkung hinter Satz 10 nur abzihlbar viele A-Wege in F 
geben kann, die nicht zu V,, gehéren. 

Es folgt also weiter: 

6a. Eine nichtabzahlbare lineare Punktmenge besitzt héchstens abzahlbar 
viele Nicht-Verdichtungspunkte. 

7. Jede perfekte lineare Punktmenge ist nichtabzihlbar und gleich der 
Menge ihrer Verdichtungspunkte. 

Beweis: Nach (h) und Satz 10 ist sie nichtabzahlbar, nach (h) und 6. ist 
daher F = V,, (vgl. Beweis zu 6.). 
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8. Satz von Cantor-BENDIXxSoON tiber die Ableitungen von Punktmengen 
mit dem Zusatz, daB bei abzihlbarem M das kleinste « mit M“@) = N (Null- 
menge) keine Limeszahl (+ 0) sein kann, und mit der Umkehrung, da8B es — 
von der eben genannten Einschrinkung abgesehen — zu jedem « der ersten 
und zweiten Zahlklasse auch abgeschlossene Mengen gibt, fiir die M“) = N 
bzw. perfekt ist, wihrend M) fiir 6 <a noch nicht die Nullmenge bzw. 
nicht perfekt ist. 

Beweis: (d), (h), Satz 11 und Satz 13. 

Bemerkung: Nach (h) und Satz 13 kann man in 8. bei jedem « die perfekte 
Menge P mit M™ = P (M gesucht) sogar beliebig vorschreiben. 

9. Die Bairesche Verallgemeinerung des Cantor-Bendixsonschen Satzes: 
Es sei jeder Ordinalzahl « der ersten und zweiten Zahlklasse eine abgeschlossene 
lineare Punktmenge VM, zugeordnet, aber so, daB fiir je zwei Ordinalzahlen 
fh > a die Menge M, eine Untermenge von M, ist; dann gibt es eine Zahl yu 
der ersten oder zweiten Zahlklasse, so dab M, = M,.)1 =--- ist. Kommt 
auBerdem niemals ein isolierter Punkt einer Menge in der folgenden vor, so 
ist M,, die Nullmenge oder perfekt. 

Beweis: Es mégen sich M, und F, entsprechen. Wenn M,. ein echter 
Teil von M, ist, mu& wegen der Abgeschlossenheit der Mengen auch F,, ; ein 
echter Teil von F, sein, d. h. es muB in F, mindestens eine Kante und wegen 
des Zusammenhanges von F,,; also ein ganzer Ast Z gestrichen werden. 
F,, besitzt nur abzihlbar viele Aste. Zu jedem, der davon gestrichen wird, 
gibt es ein wohlbestimmtes kleinstes « der ersten oder zweiten Zahlklasse so, 
daB der betreffende Ast in F, nicht mehr vorkommt. Also gibt es ein yu 
in einer dieser Zahlklassen, das alle diese « majorisiert. In F,, sind daher alle 
Aste von F, gestrichen, die iiberhaupt gestrichen werden, und es ist also 
F,=F,,, =--:. Kommt nie ein isolierter Punkt von M, in M, 4, vor, 
so ist M, ¢ Mi’, und die Behauptung folgt daher sofort aus (h) und Satz 11 
bzw. aus 8. 

Weiter ergibt sich ein diesem Baireschen Satz entsprechender Satz tiber 
den sukzessiven Aufbau von Mengen: 

10. Es sei jeder Ordinalzahl « der ersten und zweiten Zahlklasse eine abge- 
schlossene lineare Punktmenge M, zugeordnet, aber so, daB fiir «< 6 M, 
ein Teil von M, ist; dann gibt es eine Ordinalzahl ~ der ersten oder zweiten 
Zahlklasse derart, daB M, = M,41=-- - ist. 

Beweis: Jedem M, entspricht in V, ein Facher F,. Fir « < # ist F, CF. 
Zu jedem « gibt es entweder gar kein F, > F,, oder ein erstes F; > F,. Indem 
bei jedem « alle etwa vorhandenen gleichen Fiacher mit gréBerem Index fort- 
gelassen werden, entsteht eine in V,, geschachtelte Menge von Fachern, die 
also abzahlbar ist. Es kann also nur abziahlbar viele Mengen unter den ge- 
gebenen Mengen geben, deren jede eine echte Obermenge aller ihr in der Wohl- 
ordnung vorangehenden Mengen ist. Ist « eine Ordinalzahl, die die Indizes 
dieser Mengen majorisiert, so ist also M, = M,41=---- 

11. Eine nicht abzihlbare lineare Punktmenge M, deren Elemente wie die 
zugeordneten Zahlen auf der Zahlengeraden geordnet sind, ist niemals wohl- 
geordnet. 

Beweis: F enthalt eine Vollverzweigung V (vgl. 6.). Wir wollen wieder 
zwei A-Wege von V ,,Nachbarn in V“ nennen, wenn kein A-Weg, der in 
V,, zwischen ihnen liegt, zu V gehért. Es gibt in V aus dem gleichen Grunde 
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wie in V, nur abzahlbar unendlich viele Nachbarpaare. Unter den nicht- 
abzahlbar vielen A-Wegen von V mit zugehérigem z aus M gibt es also solche, 
zu denen kein Nachbar in V existiert. Ist W, ein solcher, und ist x, aus M 
W,, zugeordnet, so gibt es zu z, in M kein nichstfolgendes Element. Denn 
da W, in V keinen Nachbar hat, liegt zwischen W, und jedem anderen A-Weg 
W, mit zugeordnetem zx, aus M noch ein weiterer A-Weg W’ in V, und wenn 
W’ auch kein x’ aus M zu entsprechen braucht, so gibt es doch nach Kon- 
struktion von F A-Wege W, mit zugeordnetem zx, aus M, die mit W’ bis 
hinter die Abzweigungspunkte W,, W’ und W,, W’ tibereinstimmen, so daB 
auch W, zwischen W, und W, und nach (a) also x, zwischen x, und 2, liegt. 

12. Ist M eine abzahlbare abgeschlossene lineare Punktmenge, so liegen 
in jeder Umgebung jedes Haufungspunktes von M noch (unendlich viele) 
isolierte Punkte von M. 

Beweis: Der M zugeordnete Facher F enthalt keine Vollverzweigung. 
2_ sei ein Haiufungspunkt von M und W, ein ihm zugeordneter A-Weg nuit 
unendlich vielen Gabelungspunkten. Z,, sei irgendeiner der unendlich vielen 
von W, hinter der n-ten Kante von W, abzweigenden Aste (n beliebig fest). 
Jeder in Z,, einmiindende A-Weg reprisentiert ein x aus M mit x — 2, <p". 
Mindestens ein in Z,, einmiindender A-Weg muB schlieBlich in eine Rute ein- 
miinden, — d. h. einen isolierten Punkt von M vertreten (vgl. (b’ d’)) —, da 
sonst jeder in Z,, einmiindende A-Weg unendlich viele Gabelungspunkte hatte 
und F also in Gestalt von Z, doch eine Vollverzweigung enthielte. 
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( Eingegangen am 29. Juni 1949.) 


Math. Annalen, Bd. 122, S. 259—275 (1950). 


Entscheidung des algebraischen Charakters von Potenzreihen 
mit algebraischen Koeffizienten auf Grund ihres Wertevorrates. 


Von 


Karu DorGeE in Koln. 


Ernst FIscHER zum 75. Geburtstag gewidmet. 


Der Weierstrass-Schiiler E. Strauss hat 1886 versucht'), folgendes zu be- 
weisen: Hat eine Potenzreihe rationale Koeffizienten und nimmt sie an jeder 
rationalen Stelle einen rationalen Wert an, so ist sie eine rationale Funktion. 


Daraufhin ist durch von WEIERSTRASS, STACKEL und FaBER konstruierte 
Gegenbeispiele diese Vermutung widerlegt worden”). WEIERSTRASS bewies: 
Es gibt Potenzreihen mit rationalen K oeffizienten, die transzendente Funktionen 
sind und dennoch an jeder rationalen Stelle einen rationalen Wert annehmen. 
FABER bewies als weitgehendstes Gegenbeispiel dieser Art: Es gibt Potenz- 
reihen mit rationalen Koeffizienten, die transzendente Funktionen sind und 
trotzdem an jeder algebraischen Stelle einen rationalen Wert annehmen. 


Es zeigt sich also folgendes: Hat man eine Potenzreihe, sogar mit ratio- 
nalen Koeffizienten, so laBt sich ihr algebraischer oder transzendenter Cha- 
rakter nicht entscheiden, wenn man die (algebraischen) Grade der Werte 
des Wertbereiches, der zur Menge selbst aller eingesetzten algebraischen 
Zahlen gehért, kennt. 


Es soll nun gezeigt werden, daB die Frage sich einfach lést, wenn man 
eine analytische Verschirfung des Begriffs des Grades der algebraischen Zahl 
beniitzt. Dieser hier eingefiihrte Begriff wird als ,,Transzendenzgrad“ der 
Zahl bezeichnet. 


NaturgeméiB werden im folgenden statt Potenzreihen Puiseux-Reihen 
untersucht. Es wird vorausgesetzt, daB deren Koeffizienten algebraische 
Zahlen sind und da8 der von ihnen erzeugte Zahlkérper zwar nicht notwendig 
ein ,,endlicher** Zahlkérper ist, aber einer ahnlichen, etwas schwacheren Ein- 
schrankung unterliegt. 

Es zeigt sich dann, daB es zur Entscheidung tiber den algebraischen Cha- 
rakter der vorgelegten Reihe ausreicht, einen ziemlich kleinen Ausschnitt des 
Wertevorrates der Reihe zu kennen. Z. B. reicht es aus, den Wertevorrat 
der etwa nach fallenden Potenzen der Variablen fortschreitend geschriebenen 
Reihe fiir eine nicht beschrinkte Menge ganz rationaler Zahlen zu kennen*). 


Wie am SchluB angegeben wird, reicht der eingefiihrte Begriff hin, um 
auch etwas allgemeinere Fragen zu beantworten. 


1) Vgl. SrdckeL: Math. Ann. 46, 513 (1895). 

2) SrAcker: Math. Ann. 46, 513 (1895) u. Acta math. 25, 371 (1902). — FaBer: 
Math. Ann. 58, 545 (1904). 

*) Die bewiesenen Satze sind auf der Tagung der D. M.V. in Kéln 1949 mitgeteilt. 
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§ 1. Einige Begriffe und Hilfssitze. 
Unter Zahlen verstehen wir im folgenden komplexe Zahlen. 


n 
Definition 1. Man habe ein Polynom P(x) = 3'c,- 2’, n >1, mit den 


, 0 
Koeffizienten cy, ¢,,..-., Cn. Wir verstehen unter der Héhe von P (x) das 
Maximum der n +1 Zahlen |cgj, |¢,|,..., |¢,|. Wir bezeichnen sie mit 
w(P (x)), auch mit @ (P). 
Dann gilt: 
Hilfssatz 1. Es sei der Betrag des héchsten Koeffizienten |c,| > 1. Dann 
erfiillt jede Wurzel £ von P (x) die Ungleichung: 


4 <n-:o(P). 


Denn ist |¢| > n-w(P), so ergibt sich zunichst |¢ 1. Daraus folgt weiter: 
n—1 
lc, - Ci" ~1o\" c|- ch , >n-w(P)-\o\" . ot 2 & OT: 
¥ 0 


Also ist € nicht Wurzel von P (2). 

Definition 2. Es sei z eine algebraische Zahl. P (x) sei das fiir z verschwin- 
dende, irreduzible Polynom mit teilerfremden, ganzrationalen Koeffizienten, 
dessen héchster Koeffizient positiv ist. Wir verstehen dann unter der Hohe 
von z die Héhe dieses Polynoms P (x). Wir bezeichnen sie mit @ (2). 

Ferner versteht man unter dem Grad von z den Grad von diesem P (7). 


Wir bezeichnen ihn mit y (z)*). 


Dann folgt aus Hilfssatz | unmittelbar: 
Hilfssatz 1*. Es sei z eine algebraische Zahl. Dann gilt: 
z| S y (z) > w (2). 


Definition 3. Es sei z eine algebraische Zahl. Dann gibt es (mindestens) 


~* 
eine ganze algebraische Zahl z* und eine natiirliche Zahl n, so daB ist: z 
n 
Die kleinste natiirliche Zahl n, mit der es eine solche Darstellung von z gibt, 
nennen wir den Nenner von z. Wir bezeichnen ihn mit r (2). 
Bekanntlich ist dann vy (z) < w (z). 
Definition 4. Es sei z algebraisch, z +0, |z|+ 1. Die nicht negative 
reelle Zahl 
n (z) = (log w (z)) - |log !z||-# 
nennen wir dann den Exponenten von z. 
Offenbar ist 7 (z) die Lésung der Gleichung 
w (z) = (max |2|, |z|—1)". 
Da wir den algebraischen Zahlen auf dem Einheitskreise | z| 1 und der 


Zahl 0 mittels der Gleichung in der vorigen Definition keinen Exponenten 
zuordnen kénnen, so wollen wir diese Zahlen, um im folgenden eine kurze 
Bezeichnung zu haben, singuldr nennen. 

Wir fihren nun den im folgenden entscheidenden Begriff ,,Transzendenz- 
grad“ ein: 


*) Offenbar ist w (z)>1 und y(z)=>1. 
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Definition 5. Es sei z eine nicht singulare, algebraische Zahl. Dann 

nennen wir 
max (+ (z), 9 (z)) = T (2) 

den Transzendenzgrad von z. 

Es sei z eine transzendente Zahl. Dann sagen wir, z hat den Transzendenz- 
grad t (z) = oo. 

SchlieBlich sei noch (aus formalen Griinden) jeder singuliren algebraischen 
Zahl nach Belieben eine reelle Zahl => 1 zugeordnet; diese nennen wir den 
Transzendenzgrad der singuliren algebraischen Zahl. 


Damit ist also jeder (komplexen) Zahl z eindeutig je ein bestimmter Trans- 
zendenzgrad t (z) zugeordnet. Dies ist eine reelle Zahl => 1 oder das Symbol oo. 

Definition 6. Es sei t eine feste reeile Zahl. Wir bezeichnen dann mit 2, 
die Menge aller Zahlen z, deren Transzendenzgrad rt (z) < t ist. 

Fiir reelles t < 1 ist also Mt, die leere Menge. 

Es sei It eine Zahlenmenge der komplexen Zahlenebene. Wir sagen dann, 
M ist von beschriinktem Transzendenzgrad, wenn MW wenigstens in einem Wi, 
als Teilmenge enthalten ist. 

Offenbar ist die Menge der rationalen Zahlen 7, = “ ¢ (n=l, 2,...) 
nicht von beschranktem Transzendenzgrad. Ferner ist fiir z +0: t(z) =t(z—') 
und tf (2) t(—z). Die Menge &, besteht offenbar dann, wenn man 
hierbei von den singuliren Zahlen absieht, aus der Menge aller ganz 
rationalen Zahlen —n, 0, und den reziproken —n~! und n—!, (n = 1, 2,...). 
Ist allgemeiner z irgendeine algebraische Zahl, so ist, wie man leicht sieht, 
die Menge der natiirlichen Vielfachen n -z und, falls |z| +1, die Menge der 
Potenzen von z mit natiirlichen Exponenten von beschrinktem Transzendenz- 
grad. 

Die Vereinigungsmenge aller I2,, worin ¢ eine nach oben nicht beschrankte 
Folge reeller Zahlen durchlauft, ist dann offenbar die Menge aller algebraischen 
Zahlen. 

Fiir die Einteilung der algebraischen Zahlen in die Mengen WM, gilt dann: 

Hilfssatz 2. Hat man ein festes M,, so ist fiir jede nicht singulire Zahl < 
aus Yt, und jede zu diesem z algebraisch konjugierte Zahl z’: 


y (z’) < w (2’) < (max |2|, |z|— 1). 


Denn es ist ja w (z’) = w (z) =.(max /z), |z/—!)"® und natiirlich 7 (z) St. 
Weiterhin folgt: 
Hilfssatz 3. Hat man irgendein festes I2,, so gilt fiir jede nicht singulire 
Zahl z aus I, und jede zu diesem z algebraisch konjugierte Zahl z’: 
z’| s¢t- (max |zi, |z|/—1)*. 
Denn nach Hilfssatz 1* ist 2’) < y (z’)- @ (z’). Nun ist selbstverstindlich 
fiir jedes Paar z, z’ konjugierter Zahlen y (z’) = y (z). Also folgt mit Hilfssatz 2: 


’ - 


z'| s y (z) > (max |z!, |z|—1)* < ¢ - (max }z], |z —)¢. 

Man habe eine (endliche oder unendliche) Folge algebraischer Zahlen 
2, Z,.... Wir setzen voraus, daB es einen endlichen Erweiterungskérper K 
des Koérpers P der rationalen Zahlen gibt, so daB K jedes z, (vy = 1, 2,...) 
der Folge als Element enthilt. K entstehe aus P durch Adjunktion von @. 
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Dies sei vom Grade n. Dann ist jedes z, als Polynom von #? mit rationalen 
Koeffizienten eindeutig darstellbar. D. h. es gilt also z, =z, (#) fir 
yp = 1,2,.... Ersetzt man in jedem dieser Polynome z, (#) das Element # durch 
eine bestimmte (algebraisch) konjugierte 3’ von #, so nennen wir die Folge 
der resultierenden Zahlen z, (#’) (vy = 1, 2,...) ein zur Folge z, (vy = 1, 2,...) 
konjugiertes System (beziiglich @). Speziell ist auch die Folge z, ein konju- 
giertes System. Tatsiichlich ist dann bekanntlich die Gesamtheit der zur 
Folge z, konjugierten Systeme (beziiglich #) von der Wahl des die Elemente z, 
umfassenden Kérpers K und von der Wahl des K erzeugenden Elementes # 
unabhangig. 


Definition 7. Man habe zwei Systeme S, und S, je beliebig (endlich oder 
unendlich) vieler algebraischer Gleichungen. Wir sagen, ©, ist zu S, aqui- 
valent, wenn jede Lésung von S, auch Lésung von ©, ist und umgekehrt jede 
Lésung von ©, Lésung von G, ist. 

Dann gilt: 

Hilfssatz 4. Man habe ein System © algebraischer Gleichungen von je end- 
lich vielen Unbestimmten aus dem System 2,, z2,..., etwa g (2, Z9,---, Z,) = 9. 
Sind dann simtliche Koeffizienten jeder Gleichung g=0 von © alge- 
braisch und gehéren auBerdem mit jeder Gleichung g=0 von © je auch 
noch simtliche Gleichungen mit den zu dem Koeffizientensystem von g kon- 
jugierten Koeffizientensystemen zu G, so gibt es ein mit © aquivalentes 
Gleichungssystem S* mit lauter rationalen, (also gibt es auch eins mit ganz 
rationalen) Koeffizienten. Schirfer gilt: Ist G homogen vom Grade l, so 
laBt sich dieses S* als System von homogenen Gleichungen von gleichem 
Grade | bestimmen. 


Denn man greife eine Gleichung g=0O aus © heraus. Ausfiihrlich 
geschrieben sei: 


s’ ~~ wont. 22 
g a Qo, eee “1 Zn". 


Es sei K der von diesen a erzeugte Oberkérper iiber dem K6rper P der ra- 
tionalen Zahlen. K ist also ein endlicher Erweiterungskérper von P; er ent- 
stehe aus P durch Adjunktion von #. Dann folgt also: 


s—1 
\" ’ (a) Gr =i e an 
g . (> ay, ae O) 2%. ee 
@1,. Cn a=0 
mit rationalen a‘. 
Es seien 3, = #, #,,..., 0, die konjugierten zu #. Bildet man zu der 
y-ten Spalte der Matrix (85), o > ae ee) ha 


mit dem reziproken Wert der Determinante multiplizierten Adjunkten 
x 


’ ’ Y . ’ “a ¥ . 
Crys Coys ++ +» yy, 80 ist J’ WH + C,, = 1 oder 0, je nachdem, ob vy = mw oder » + u 


lv 
ao=1 
s—1 on 
_ a : hl = ; ’ Y giv py - ot. 2% $5 
ist. Hieraus ergibt sich, wenn man >” ( De,...0, Oe) afte ---+22m fir 
C1---5@, H=O 
jedes o = 1,2,..., 8 je mit C,, multipliziert und diese s Produkte addiert, 
’ (v) e ° ° - ° . 
b M,...e,° 71 °****2n". Da man dies fiir jede Spalte » =0,1,...,8 —1 
@i---ly 


durchfihren kann und da man umgekehrt durch Multiplikation von 
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’ (¥) @ ~@ . sl . 
> o,...e, 21°" * en" mit & (y =0,1,...,8 — 1) und Addition dieser 
@1--- On 
s Produkte offenbar das g zuriickgewinnt und natiirlich entsprechend durch 
Multiplikation mit 0) (6 =1,2,...,8 jeweils fest) das zu g konjugierte 
System erhalt, so folgt also zunichst, daB jedes einzelne System der zu einer 
Gleichung aus © konjugierten Gleichungen mit einem System ebensovieler 
a. ‘ P “ = (») : , . , = 
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten a," e,@quivalent ist. Verfaéhrt man 
" at 

so mit jedem der genannten Teilsysteme von GS, so erhilt man offenbar ein 
mit dem ganzen © iquivalentes System G*, wie gefordert. 


Es folgt: 


Hiljssatz 5. Man habe ein System S von k homogenen linearen Glei- 
chungen in » Unbekannten mit algebraischen Koeffizienten. Diese seien 
aus einem algebraischen Zahlkérper vom Grade / iiber P. Ist dann n > k- I, 
so hat das Gieichungssystein © eine nicht triviale Lésung in rationalen 


Zahlen. 


Denn man erweitere das System © durch Hinzunahme simtlicher kon- 
jugierter Gleichungen. Dann hat man insgesamt héchstens k -/] Gleichungen 
mit » Unbekannten. Dieses erweiterte System ©, ist nunmehr nach Hilfs- 
satz 4 und seinem Beweise aquivalent mit cinem System G* ebensovieler 
homogener linearer Gleichungen mit rationalen Koeffizienten. Wegen n > k-l 
existiert fiir S* eine nicht triviale Lésung in rationalen Zahlen. Also ist diese 
wegen der Aquivalenz auch Lésung von G,, also erst recht auch Lésung des 
Teilsystems © von G,. 

i 

Es sei q eine natiirliche Zahl, (also ganz rational und positiv). Unter z ¢ 
verstehen wir die g-te Wurzel aus z mit absolut kleinster Amplitude. Dann 


Lk k 
ist also (z 4) =z fiir jede ganze rationale Zahl k eine eindeutige Funktion 
iiber der ganzen komplexen z-Ebene. Man betrachte dann eine Puiseux-Reihe: 
k k—1 1 


py (z) = ay°z! +ayiy°2 © +°°°4+4,4+4-,;°2 4 +::- 

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vereinbaren wir hier aus formalen 
Griinden, daB der Anfangsindex k => 1 sein soll, wobei dann aber natiirlich 
a, verschwinden kann. 


Konvergiert die Reihe fiir wenigstens ein zy, so ist sie auBerhalb des Kreises 
durch z, um den Nullpunkt der komplexen Zahlenebene fiir jedes z konvergent. 
Die Menge der Punkte, wo sie konvergiert, heiBe der Konvergenzbereich 8 
der Puiseux-Reihe 

Definition 8. Man habe eine Puiseux-Reihe ¢ (z). Ihr Konvergenzbereich % 

col . l 

sei nicht leer. Wenn es dann n + 1 Polynome Qe? (z) (vy = 0, 1,..., 9%) 
gibt, (wobei 1 den Maximalgrad dieser Polynome bezeichnet), so daB 
= . : — l 

p i Q? (z)-(p(z))” =0 fiir alle z aus B gilt und nicht samtliche Q!” (z) 
v= 

identisch in z verschwinden, dann sagen wir, ¢ (z) ist eine algebraische Funk- 
tion vom Grade n (und vom Argumentgrad /) im funktionentheoretischen 
Sinne. Dasselbe sagen wir im ,,arithmetischen Sinne, wenn es solche 


Polynome Q? (z) mit rationalen Koeffizienten gibt. 
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Dann gilt: 


Hilfssatz 6. Man habe eine Puiseux-Reihe q (z). Ihre Koeffizienten seien 
algebraisch. n, | seien ganz rational und positiv gegeben. Hat dann 
n 
Pe Q (2 z) - (@ (z))” in den Qi eine nicht triviale Nullstelle, d. h. n + 1 Poly- 
¥=O 
nome Q, die nicht saimtlich verschwinden, so gibt es auch eine nicht 
triviale Lésung in den Q? mit rationalen Koeffizienten. D. h. mit anderen 
Worten: Algebraische Funktionen im funktionentheoretischen Sinne und im 
arithmetischen Sinne sind, falls ihre Koeffizienten algebraisch sind, aqui- 
valente Begriffe. 
Denn die Forderungsgleichung )» y" Qe? ) + (@ (z))” =0 ist, wenn wir hieraus 
’ 0 1 
die Koeffizientenrelationen fiir jede feste Potenz von z?% einzeln ableiten, 
aquivalent mit einem bestimmten System (unendlich vieler) homogener Glei- 
chungen mit algebraischen Koeffizienten fiir die Koeffizienten der Q? als 
Unbekannte. Da dieses homogene Gleichungssystem nach Voraussetzung 
eine nicht triviale Lésung in den Koeffizienten der Qe? hat, so hat es auch eine 
nicht triviale algebraische Lésung. Wir sehen also zunichst, daB es fiir unsere 


Forderungsgieichung 2 y" @ ’ (z)- ( (z))” =0 eine nicht triviale Lésung in den 


(2) 


Q, 


° qd . . . P . 
dieser n + 1 Polynome Q, ’ durch die algebraisch konjugierten Systeme. Man 


mit deudinteiin seithtnateen gibt. Nun ersetze man die Koeffizienten 


(l 
erhalt so endlich viele Summen anstelle der ersten s” v,  (z)-(¢ (z))’. Man 


— 


v=0 

multipliziere diese Summen aus. Dann erhilt man ein Polynom von 9 (2), 

natiirlich im allgemeinen von héherem als n-tem Grade, dessen Koeffizienten 

Polynome von z, nunmehr mit rationalen Koeffizienten sind, die nicht saimtlich 
verschwinden. 

§ 2. Transzendente Funktionen. 

Man habe eine Puiseux-Reihe @ (z) mit Koctiistenten aus einem Erwei- 

(2) v 

» (z)*(@ (2) 


. lL . P ° . . . 
wollen die Q,’ (z) vom Grade I mit rationalen Koeffizienten so zu bestimmen 
1 


suchen, daB bei der sich ergebenden Puiseux-Reihe von z@ der erste nicht 
verschwindende Koeffizient einen méglichst niedrigen Index hat. 
‘ , 4 i l 
Da uns (n + 1)- (1 + 1) Unbestimmte in den Koeffizienten der Q zur 
Verfiigung stehen, gibt es nach Hilfssatz 5 eine nicht triviale Loésung in 
(n+1)-(l+1)—-1 


terungskérper K von P vom Grade r. Wir setzen an: und 


rationalen Zahlen fiir mindestens Gleichungen. Da der 








~ 
1 
formal héchste Exponent von z¢ der Puiseux-Reihe y Q” (2) )-(@ (z))” gleich 
y= a 
1-k +1-q ist, so folgt: . 7 
Hilfssatz 7. Man habe eine Puiseux-Reihe @ (z) = a, ° zd 4 1°24 +> 


mit algebraischen Koeffizienten aus einem breuiermmatiinner vom Grade r 
liber P. 
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Dann kann man zu je zwei natiirlichen Zahlen n, 1 immer n + 1 Polynome 


Q? (z) (vy =0,1,...,) vom Grade / mit rationalen Koeffizienten, die nicht 
simtlich verschwinden, so bestimmen, daB der erste nicht Pease 
i 
Koeffizient der nach Potenzen von z¢ geordneten Reihe » * gi? (z) -(@ (z))’ 


= 


+ 1)-(l - . : 
den Index n-k +1-q— feet = oder einen spiateren hat. 
z &—3} 
Man habe eine Puiseux-Reihe  (z) = a,-z% +a,_,°z % +---. Dann 


verstehe man fiir jede natiirliche Zahl s unter g~, die Summe der (formal) 


ersten Glieder von @ (z). Deutlicher schreiben wir statt g, auch @z ap k:; 
1 


d. h. also von dem mit der k-ten Potenz in z?¢ in jedem Falle, auch wenn 
a, = 0 ist, als beginnend angesehenen q (z) nehme man die Summe der 8 


k—8+1 = 
ersten Glieder. Es ist also g,= 3 a,-2%. 
x=k 


Offenbar gilt dann: 
Hilfssatz 8. (p") sank.» =((s)) sabk-» fur jeden Exponenten vy =1,2,... 
Allgemeiner gilt fiir jedes System von Polynomen Q: 
J (b) v fd | v 
- Gs» (2) (v (2) Jeabe. n 4 =| 2¢ 2) * (Ps (2))') sane. n+l-q" 
Denn die linke Seite dieser G lemme ist offenbar von den (spateren) Gliedern 
von @ (z), die nicht seinem s-ten Abschnitt ~, angehéren, unabhangig. 
Weiter folgt: k k-1 
Hilfssatz 9. Man habe eine Puiseux-Reihe  (z) = a,*z% + ap_1°2 © +->-> 
mit algebraischen Koeffizienten. Es sei s eine natiirliche Zahl. Es sei r, der 
Grad des von den Koeffizienten von q, (z) erzeugten Kérpers tiber P, also 


-_ — 4 ee 
oe 4 y ieee LS ee 


Dann gilt fiir jedes Tripel natiirlicher Zahlen n, 1, 8: Es gibt n +1 Poly- 
nome Qe ( (z) des Grades 1 mit retionaton Koeffizienten, die nicht samtlich 


verschwinden, so daB die Reihe y" Q” (2) -(@ (z))’ frithestens anfangt mit 


— 
v=0 


1 
dem folgenden Exponenten von z? : 
[(n+1)-@+1)-1 


n-k +1-q—min( , 8}. 








Ts 


Denn man betrachte Ps (z). Dann lassen sich hierfiir nach Hilfssatz 7 die 
1 


l fo itera , . 
af )*(@,(z))"inz®? frihestens mit dem Exponenten 


go ’so bestimmen, daB y Q; 
v a 


f 4 . 4 — } 
n-k+I1-q— \“ ius ~| anfingt, d. h. die 





[in+1)-@+)—-1 
"s 
” 7 — ' ™ 
ersten Glieder von »° Q,’ (z)-(q@, (z))’, wobei dasjenige mit dem Exponen- 
+= 


1 


ten n-k +1+q von z@ als erstes gilt, verschwinden. Es sei zuniachst 
n+ 1)°-(L+ 1) -- a? , , 
:< | seein |. Dann verschwinden nach Hilfssatz 8 die s ersten 
7 
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n 
Glieder von >’ Q” (z)-(@ (z))’, wie behauptet. Es sei andererseits 


‘= 








(a + 1)-@+1) — “| < 8. Dann verschwinden nach Hilfssatz 8 die 
"s 
. 1. — S ° . 
5 ad Hf n= ersten Glieder von 5 Q? (z) -(@ (z))’. Also gilt die Be- 
« v= 





hauptung von Hilfssatz 9 in jedem Falle. 

Definition 9. Man habe eine Puiseux-Reihe ¢ (z). Es sei Z eine feste Zahl 
vom Betrage |z + 1 aus dem Konvergenzbereich 8 von @ (z). Es sei m (2) = & 
eine algebraische Zahl. Dann existiert also w (&). Dann bezeichnen wir die 
reelle Zahl mu, fiir die |Z “ = mw (&) ist, mit yp (&, 2). 

Ist 2, =1, Z aus 8 und @g (Z) = é algebraisch, so setze man p (&, Z) nach 
Belieben als reelle Zahi fest. 

Wir werden nun die folgende Tatsache beweisen: 

k k—-1 
Hilfssatz 10. Die Puiseux-Reihe @ (z) Q,° 2% +ap_1°z 4% +--> sei 





transzendent. Mit der Bedeutung der r, aus Hilfssatz 9 gelte lim 2 = 0. 


Dann gebe man die drei reellen Zahlen t,g, m vor und betrachte die Menge 
der Zahlen 2 aus dem Konvergenzbereich 8 von @ (z), fiir die folgendes gilt: 
Z gehért zu M,, 


nN = 


y (2) = € ist algebraisch, 
y (&) <g und 
4. u(&,2z) Sm. 


w 


Dann gilt: Die Menge dieser 2 ist beschriankt. 

Beweis: Wir diirfen offenbar annehmen: t >1,g => 1,m > 0. Wir tun dies. 
Ferner diirfen wir uns selbstverstaéndlich darauf beschranken, solche Z zu 
betrachten, die auBerhalb des Einheitskreises und auch auBerhalb irgendeines 
festen Kreises um den komplexen Nullpunkt liegen. Wir wahlen also 8, (a), 
so daB die Punkte der komplexen Ebene auSerhalb des Kreises mit dem Ra- 
dius S, (a) ganz in % fallen. Dann setzen wir max (S, (a), 1) = S, (a). 
Dann beschriinken wir unsere Betrachtung auf solche 7, fiir welche gilt 


|Z 


| > S, (a). 


re . , ° r . . ad 
Wir wahlen dann zwei natiirliche Zahlen I, n. Es seien Q’ (z) (v =0,1,..., ”) 
n + 1 Polynome vom Grade / mit rationalen Koeffizienten, die nicht samtlich 
verschwinden. 


n 
Dann ist die Zahl )” Qi? (Z)-(@ (2))” nach Voraussetzung (2) fiir jedes un- 
v 0 


n 
; : . - 
serer 2 eine algebraische Zahl «. Man ersetze in der Darstellung »° Q,’ (2) - & 
v=(0 
von « das 2 durch jede Konjugierte 2’ von Z, desgleichen unabhingig davon 
gy (2) = € durch jede Konjugierte —’ von & Dann kommen unter diesen 


n 
. + oi!) »— , ° ° e r : 
Zahlen 3’ Q,’ (2) - &’” mindestens alle konjugierten Zahlen von « vor, weil 
v=( 
. » 2 @ (1) ° ° . » ° 
die Koeffizienten der Q;’ rational sind. Diese Zahlen wollen wir nun ab- 
schitzen. Zunichst folgt wegen \z| > S, =>1 nach Hilfssatz 3: |2’! <¢t- |Z! 
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Weiter folgt mittels Definition 9 wegen|z > 1 und Voraussetzung (4): 
wo (€) sz!" Daraus folgt mittels Hilfssatz 1 und Voraussetzung (3): 


é' < y (&') + w( (é’) <9: zim. 


Also ergibt sich aus diesen beiden Abschitzungen von 





Z| wd |g" 


D ( 2’) Ses , +s l 
» Q,’ (z')- &’"| < |max der Betrige der Koeffizienten der QS’ 
’ 0 


x (lL +1)-(n + l)-t- Zz b-6. gm. [Z| @-0 : C, ( fi) 1, n, t, g)° Zll-t+m mn 5) 


= l : 

Wir wollen nun das Produkt /7 genau aller von « oy Q\” (2) - &* verschiedenen 
’ =O 

konjugierten Zahlen von « nach oben abschitzen. Aus der letzten Abschitzung 

folgt, da auf der linken Seite mindestens jede dieser Konjugierten von « ein- 

mal auftritt und ihre Anzahl wegen Voraussetzung (1) und (3) héchstens 

t-g — 1 ist: 


’ < ’ cl - 
IT| < (C,- \2|'t+™-myt-o-1 = OC, (QY, 1, n, tg) + |2| ot C9- D+ m-n(t-g— 2), 


Also folgt 
(l) 


I] = C,(Q 


Nun benutzen wir, daB alle Koeffizienten der Puiseux-Reihe @ (z) algebraisch 
sind. Dann kénnen nach Hilfssatz 9 zu den vorgegebenen Zahlen 1, n, s die 


a: n, t, g)*\z L-C,(t,g) + n-C,(m,t,g) 


(2) : . =" . P 
Polynome Q,’ (z) mit rationalen und daher natiirlich auch mit ganz rationalen 
Koeffizienten, die nicht simtlich verschwinden, so bestimmt werden, daB gilt: 


n 1 . (n + 1)- (1-4 1l)—1 
’ - k-n+l- T MR A So 
‘ Q G = (9@ z))” = (Zo) q min ( | - |.o) 


& 
’ 0 


X (Cg ? Ca k* 


nl 
~ 
—— 


Wahlt man noch eine reelle Zahl S, (a) > S,(a), so ist die Reihe 


se 1\ —k 
2, Cub* (.<) auBerhalb des mit dem Radius S, (2) um den Nullpunkt 
k=0 


der z-Ebene geschlagenen Kreises eine beschrankte Funktion. Es gibt daher 
eine reelle Konstante C;, so daB fiir |z|> S, (a) gilt: 


5 


n lo [ (nm 1)-(i+ 1) “| 

4 — aaa a-b+I-¢—mia[ [| 
» Q; (2) -(¢ @y| <lzel (| ‘ ,8 x 
x C, (n, l, 8, Qe, a, S, (a)). 


n 
. . , (il) = ° 
Also folgt zusammengefaBt, wenn wir wieder kurz »° Q,’ (2) -(@ (2))’ mit 
’ 0 
« bezeichnen: 


5) Die Bezeichnung C, (Q, l, n, t, g) soll angeben, daB die Konstante C, bestimmt 
werden kann, nachdem die Q, d. h. also deren Koeffizienten, 1, n, t, g festgelegt sind. 
Entsprechend ist die Bezeichnung im folgenden. Die Zahlen, durch die die Konstanten 


bestimmt sind, sind vorsichtig, d. h. vielleicht manchmal in unnétig reichlichem MaBe 
angegeben. 
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(*) |a- 17) <C,(n,1, 8, Qt”, a, 85 (a), t, g) x 


—1 (2? (i+1)—1 
—) 7 mia | | —— 
x |2] q \ "s 


Nun benutzen wir die Voraussetzung, daB  (z) eine transzendente Funktion 
ist. Daher gibt es eine reelle Zahl S, = S, (n, l, s, Qa ), so daB der Wert 





s) +1-C, (t, 9) T n-C, (m, t, g, k, q) 


s @ (2) -(@ @)’+ 0 fiir jedes Z vom Betrage |2| > S, ist. Es sei dieses S, 
nea so gewahit, daB zugleich S, = S, (a) ist. 


Dann ist also unser « und daher auch jede zu « konjugierte Zahl + 0. 


" , - . . q . , - 
Folglich ist unser « - /7 eine rationale Zahl 9 +0. Es sei 9 =~ die redu- 
zierte Darstellung von @ mit positivem Nenner N. Dicses N wollen wir nun 


.- . . 7 
abschatzen. Es ist @ gleich dem Produkt aus « = by yO ’ @)- & und gewissen 


- 4 _ ‘nea . : ee - or 
x’ = Y O& @)- &", wobeiZ’ jeweils eine Konjugierte zu Z, unabhangig davon 


v=0 
&’ eine Konjugierte zu = @ (2) war. Zunachst wollen wir den Nenner yr (a) 
von « abschatzen. Z -- den Nenner » (Z), € habe den Nenner » (é). Weil 
die Koeffizie maton iin Qe ( ) ganz rational sind, laBt sich « sicher auf den 


Nenner (¥ (z))' - (» (&))" ace 
(3) Nach Definition 4 und 5 ist: » (2) <w (2) < 
*/ nach Definition 9: yv(é)s@(é < 


Ni RN 


Entsprechendes folgt fiir jede Konjugierte 2’ von 2 wegen w (2’) = o (2) 
und ahnlich fiir jede Konjugierte &’ von £. Also folgt, zusammengefaBt, da 
es insgesamt héchstens t-g Konjugierte 2” zu « gibt: 


(**) NV <((v @P- (v8 < (v @) hE [zm 
Selbstverstandlich ist a <\o,also N= [ 
N = o a: 


Also folgt mittels (*): 
(2) 


N = 0,(n,l, 8, Q,’, a, Ss (a), t, g) X 


1 4 4 — 
-- - min (|* 1): e 1) “|,8) + b+ Cy (t,9) + n> Cy (m, t, g, k, q) 


~~ 


ea C,>0. 





Dies pane mit (**) weiter: 


(» @)Yt-# SO, (m, 1, 8, Q”, a, Ss (a), tg) X 


1 j ‘ L ace ] 
izle" min mete =|.) + 1+ Oyo (t, 9) + m+ Cie (m, t. g, bq) 
Hieraus folgt: 

v (2) = Ci (n. L, 8, Q, a, Ss (a), t. g) x 
(n+1)-(@+1)—1 
Ts 


18)+ Cr, (t,9) +> Ci¢ (m, t, g, , q) 





Mar Ci, (t.9, 9) ° > min (| 


> 0. 





fir |Z > S, mit C,, > 0 und C,, = vee 
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Nun ziehen wir die Voraussetzung lim ‘s = 0 hinzu. Wir wollen damit 


zeigen, daB wir den soeben erhaltenen Exponenten von |Z| durch geeignete 

Wahl von n, / und s beliebig groB machen kénnen. Denn zunachst wahle man 
r 

eine Teilfolge der Folge "* so, daB lim—” = 0 ist. Hieraus folgt mit dem 


8 v—>0O fy 


Ansatz r, = 9,°8, : lim g, = 0. Nun setzen wir: 9, = Vo. Dann folgt 
vc 
offenbar: lim 9, = 0 und lim = =6. 
¥—>00 v—>00 Ov 
Nun wahle man einen festen Index » und betrachte das durch die folgende 
Festsetzung eindeutig bestimmte Tripel ganz rationaler positiver Zahlen s, 1, n: 


s=8, l=n=o,-8, + 6, mit 0 < 4, < 1. 


Offenbar geniigt es, wenn wir zeigen, da8 dann in dem Exponenten von |2| 
der erste Summand: 
1)-(/+1)—-1 
(n +1)-(1+1) |.s) 








— 
Ox, (t, ga) ° + min ( 


'; 
mit wachsendem » iiber alle Grenzen wichst. 
Nun folgt in der Tat zunachst: 








8 8y 1 : . ’ 
T "Wath "—t konvergiert gegen co wegen lim o, = 0. 
Oy» Tt ra 
Andererseits folgt: 
] (n+1)-(i+1)—1 3 n-l+n+Il—r, a n-l+n 
Z '; jo, ep 





° , = , ° ° ? 
weil 1 — r, = 0,- 8, + 6,—90,°8, > 0 fiir 0, > 0,, dies aber wegen lim &=0 
v—>0o ©? 


fiir alle hinreichend groBen y zutrifft. 
Also folgt auch : 
l ja EB). n 09° & + 6, 0. 


=" = —___——__— > — , und dies konvergiert nach ©. 
l Ts; Oy * Sy ~ Ov 


"sg 
Es folgt also: 
Nimmt man die reelle Zahl ¢ > 1, welche in den Voraussetzungen von Hilfs- 
satz 10 beliebig vorgegeben ist, so kann man immer noch durch geeignete Wahl 
: mae ay (I a ; 
von v,/ und s erreichen, daB y (Z) => C), (n,l, 8 Qi, a, S, (a), t, g) + \z/**+? mit 
C,, > O fiir alle |Z| > S, gilt. 
Andererseits ist aber nach (%): 
»v (2) <|2/ fiir alle |Z| > S,. 
Aus beiden Ungleichungen zusammen folgt: 1 => C,,-|Z|. Insgesamt hat 
sich also ergeben: 
 ~ - y y—1 
|2| < max (S,, Cj; ). 
Damit ist der Hilfssatz 10 bewiesen. 
Definition 10. Man habe nunmehr eine Puiseux-Reihe  (z) vorgelegt. 
Es sei z eine komplexe Zahl aus dem Konvergenzbereich 8 von gm und 
Mat!.ematische Annalen. 122. 18 
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p (2) = & eine algebraische Zahl. Dann existieren also die beiden Zahlen y (&) 
und uz (€,z). Dann setzen wir: 
o (z) = max (rt (z), y (€), # (, 2)). 
Ist z aus 8, aber p (z) = & eine transzendente Zahl, so setzen wir: 
o (z) =o. 

Ist schlieBlich z nicht in B, so setzen wir etwa o (z) beliebig als reelle Zahl fest. 

Dann gilt der folgende 

Satz 1. Die Puiseux-Rethe  (z) sei transzendent. In der Bedeutung der 
r, aus Hilfssatz 9 sei 
Ts 


lim 
8 


= @. 


Dann gilt lim o (z) =~. 

z—+00 
Denn ist o(z) < S und z aus 8, so folgt ja: p (z) = & ist algebraisch und es 
ist rx (z) < S, y (€) < S und uw (é,z) < S. Also folgt nach Hilfssatz 10 die 


Beschranktheit dieser z-Menge, d. h. es ist lim o (z) = ©. 


zc 


§ 3. Algebraische Funktionen. 


Es soll nun gezeigt werden, daB dies ganz anders ist, wenn @ (z) eine alge- 
braische Funktion ist. 
Wir wollen uns zuniachst beim Hilfssatz 1 von einzelnen Voraussetzungen 
befreien. 
Es gilt: 
n 
S*c,- 2” vom Effektiv- 


—_ 
v=0 


Hilfssatz 11. Man habe ein Polynom f (2) 
grad n, d.h. also c, + 0. 
Dann erfiillt jede Wurzel & von f (x) die Ungleichung: 
le] <|en*|-n-w(f). 
Denn da offenbar f(x) und c,'-f(z) dieselben Wurzeln haben und 


w (Cy : - f (x)) les ‘| -w(f (x)) ist, so folgt Hilfssatz 11 unmittelbar aus 
Hilfssatz 1. 


Also folgt: 


n 
Hilfssatz 12. Man habe ein Polynom f (x) = 3) c,- z” vom Effektivgrad 
r=0 
ks, (d.h. also c, = cy_) = -- + = C41 = 0, & +0). 


Dann erfiillt jede Wurzel von f (x) die Ungleichung: 


. —1 
[| <ler"|-n-@ (fp. 
Nun betrachte man m verschiedene Wurzeln &,, &,,...,&, von f (2). 
Wir wollen die »-te elementarsymmetrische Funktion o, derselben abschatzen. 
Hierfiir folgt offenbar: 


n 


») » =1,2,...,m. Man erhalt also: 


lo.| slr ’|-(w(f))” + Cy (nm). — 


jo,| <(ler*|-n-m (fy =| 
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Wir kénnen nun leicht die Héhe eines jeden Teilers g (x) von f (x) mittels 


der Hohe von f (x) abschiatzen. 
n 


Hilfssatz 13. Man habe ein Polynom f (x) = 3) c,- x” vom Effektivgrad k. 


a 
v=( 


Es sei das Polynom g (z) ein Teiler von f (x). Es sei A der héchste nicht ver- 
schwindende Koeffizient von g(x). Dann folgt w (g) <|A|-|ce "| x 
x (w (f))" > Cy (m). 


Denn es ist ja |cy ‘lew (f) =1. 


n 
Hilfssatz 14. Es sei f (x) = 


’ 


»S c,:x" ein Polynom mit ganz rationalen 
v=@ 

Koeffizienten (und vom Effektivgrad k). Es sei g (x) ein Teiler von f(z) im 

Ring der Polynome mit ganz rationalen Koeffizienten. Dann folgt: 


w(g)s (w (f))" ° Cy (n) . 


Denn es ist in der Bezeichnung von Hilfssatz 13 ja |A| < |c,|, folglich, da 
c, + 0 und ganz rational ist, A| la ici — 


Es sei @ (z) eine Puiseux-Reihe mit algebraischen Koeffizienten und mit 
dem Konvergenzbereich 8. Im folgenden sei diese Reihe eine algebraische 
Funktion. Dann gibt es nach Hilfssatz 6 ein Polynom F (z, w) in den beiden 
Unbestimmten z und w mit ganz rationalen, nicht simtlich verschwindenden 
Koeffizienten, so daB 


F (z, y (z)) =90 


fiir alle z aus $ gilt. Die Koeffizienten der Potenzen von w in F (z, w) seien 
als zu einander teilerfremde Polynome von z gewahlt. Die Grade des Poly- 
noms F (z, w) in z, w seien l, n. 

Dann gilt: 

Hilfssatz 15. Es sei Z eine nicht singulare, algebraische Zahl aus dem 
Durchschnitt von 8 und M,. Dann ist g (Z) = & eine algebraische Zahl, und 
zwar ist y (§)<n-t. 

Denn die Konjugierten von z seien 2’ =7Z, 2”,..., 2, Dann setze man 
F (Z, w)- F (2",w)---:- F (2), w) = F* (w). Nun ist F* (w) ein Polynom des 
Grades < n-t mit rationalen Koeffizienten, die nicht simtlich verschwinden, 
und natiirlich ist F*(é)=0, da der erste Faktor F (z,&)=0 ist. Also folgt: 
y (é) <net. 

Wir betrachten jetzt naher unser F (z,w). Ausfihrlich geschrieben, ist 

n 
also F (z, w) = 3’ Q? (z): w’. Nun denken wir uns eine algebraische Zahl 2 
v 0 
aus %, |z| > 1 fest gewahlt. 

Es sei B das Maximum der Betrage aller Koeffizienten von Qh? (z), 
Qi? - re Qi? (z). Es ist also B eine bestimmte natiirliche Zahl, da die 
Koeffizienten der QO (» 0,1,...,%) ganz rational sind und nicht samt- 
lich verschwinden. Dann folgt zunachst fiir das Polynom F (Zz, w) in w: 
w (F (2, w)) =< B-|z'- (1+ 1). Wir denken uns nun ein Polynom in w mit 
einem zu dem Koeffizientensystem von F (2, w) konjugierten Koeffizienten- 
system gewahlt. Dies hat, da die Koeffizienten der Q? rational sind, die 
Gestalt F (2’, w), wobei 2’ eine Konjugierte zu Z bedeutet. 

18* 
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Es folgt: 

Hilfssatz 16. w(F (2',w)) < B-\z\**-#- (14+ 1) = |Z!"*- Cy (F, t, 1) mit 
Cy 21. 

Denn nach Hilfssatz 3 und wegen |Z; > 1 ist zunachst |2’| < |Z*-t. Ist 
dann |2’|>1, haben wir soeben bewiesen: w (F (2’, w)) < B-|2’|'- (1+ 1). 
Zusammen mit |2'| <|Z|'-¢ folgt dann unsere Behauptung. Im ibrigblei- 
benden Falle 2’ <1 ist natiirlich: Qe @’) =< B-(l+ 1) fir v=0,1,...,n 
Somit ist 

w (F (2',w)) < B-(l+ 1) 5 B-\2\"*-#- (+). 

Also folgt in jedem Falle der Hilfssatz 16. — 

Nunmehr bilden wir das Produkt // F(z“), w) = F* (w) mittels aller 
Konjugierten zu 2, einschlieBlich Z selber. Dann ist F* (w) ein Polynom mit 
rationalen Koeffizienten, die nicht simtlich verschwinden. Der Grad dieses 
Polynoms ist offenbar y (z)-n <t-n. Mittels Hilfssatz 16 folgt: 

Hilfssatz 17. w(F* (w)) < |Z\''"- (C,, (F, t, ))f- (wn + 1/6 = 

= |Z/'-"-CL, (F,t,l) mit Cy, =1. 

Multipliziert man F*(w) noch mit dem Generalnenner (y (Z))'', auf 
welchen sich seine Koeffizienten gewiB bringen lassen, so ergibt sich das 
folgende Polynom mit nunmehr ganz rationalen Koeffizienten 

F** (w) = (v (2))* - F* (w) 
vom Grade t-n. 
Zunichst folgt aus Hilfssatz 17: 


w (F** (w)) <(» (2) - |Z! - Cy, (F.6D. 


Ferner ist v (2) < w (2) = |Z)" < |Z". Setzt man noch @ (2) = , so ist natiir- 
lich F** (£) = 0, und es folgt daher mittels Hilfssatz 14: 


w (&) < (wm (F**))'** - Cy (t, n) < |Z/2 88" - Cyy (F, t, l, n), 


also, sofern unser Z die Ungleichung 


9 


zi\=> 8; 
erfiillt fiir eine bestimmte (hinreichend — reelle Zahl S; = S; (B, F, t,l, n), 
o (é )< Z\2-1-O m+ 
Also folgt in der odin « von Definition 9: 
Hilfssatz 18. w(é,2) 5 2-1-P-n+1 
fiir alle algebraischen Z aus %, fiir welche gilt |z = Sj. 
Dann folgt: 


Satz 2. Man habe eine Puiseux-Reihe op (z) mit algebraischen Koeffizienten. 
y (z) set eine algebraische Funktion. Man betrachte alle Zahlen Zz eines festen M,. 

Dann gibt es in der z-Ebene einen Kreis, so daB o (z) = max (t (z), y (gy (2)), 
1 (¢@ (2), 2)) fiir alle 7 aus M, auBerhalb dieses Kreises beschrdnkt ist. 

Denn zunachst ist r (z) < t, da Z in M, liegt. Man setze q (z) = &. Weiter 
ist dann y (€) < n-t nach Hilfssatz 15. Die Menge der y (&) ist also fir alle 
unsere z beschrankt. SchlieBlich ist auch yu (é,Z) fiir alle z, die gleichzeitig 
zu WM, und B gehéren und fiir welche |Z) > S; ist, nach Hilfssatz 18 beschrankt. 
Also folgt zusammen der Satz 2. 
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Die Satze 1 und 2 liefern Kriterien dafiir, ob die untersuchte Reihe trans- 
zendent oder algebraisch ist. Wir kénnen diese nun, indem wir uns auf die 
Aufteilung der Puiseux-Reihen nach den in ihnen tatsichlich auftretenden 
héchsten Exponenten einlassen, wesentlich scharfer gestalten. 


§ 4. Entscheidung allein auf Grund des Wertevorrates. 


Wir interessieren uns nun fiir den héchsten Exponenten, mit welchem 
k 


unsere Reihe @ (z) tatsachlich beginnt. Es sei also g (z) = a,+z% + ay_, X 

k-1 
Xz * +--+, jetzt aber sei vorausgesetzt, daB a,+0 ist. Wenn dann 
k => 1 ist, sagen wir, g (z) sei vom Typus I, wenn k < — 1 ist, vom Typ II, 
und wenn k = 0 ist, die Reihe also mit einer Konstanten +0 beginnt, sie 
sei vom Typ III. Wir werden nun sehen, daB die Satze 1 und 2 fiir den Fall, 
daB gy (z) nicht vom Typ III ist, sich wesentlich einfacher darstellen lassen. 
Die Betrachtung von Reihen vom Typ III werden wir demgema8 zuriick- 
fiihren auf die Betrachtung solcher vom Typ I oder II. 

Sei nun also @ (z) vom Typ I oder II. Der Konvergenzbereich $ sei nicht 
leer. Wir erinnern uns nun an die Begriffe 4 (€) und yu (é, z), die beide einen 
Sinn haben, wenn z aus $ und @ (z) = é algebraisch und nicht singular ist. 
Dann denke man sich eine Folge von Zahlen z,, welche nach o konvergiert, 
und nehme an, daB fiir jedes dieser z, der Wert 9 (z,) = &, algebraisch ist. 
Natiirlich folgt dann aus lim @ (z,) = co, wenn @ (z) vom Typ I, und aus 
lim @ (z,) = 0, wenn @ (z) vom Typ II ist, daB die &, von einer Stelle » ab 
nicht singular sind. Also existieren von dieser Stelle ab 7 (&,) und yw (&,, z,). 

k 


Man sieht dann sofort, etwa durch Ausklammern der héchsten Potenz z? 
von @ (z), auf Grund der Definition von » (€) und wu (&, z) ein: 


Hilfssatz 19. lim 4». 0) existiert und ist positiv. 
ato To 


(Der Limes ist namlich I . 

Wir erinnern uns nun an die Definition 10 von a (z). Wir beziehen uns 
darauf und definieren jetzt eine Funktion o* (z), welche zu o (z) in der Be- 
ziehung steht, daB wir dort, wo in o (z) das yu (&,z) auftritt, dies jetzt durch 
n (€) ersetzen. 

Definition 11. Man habe eine Puiseux-Reihe 9 (z) vorgelegt. Es sei z 
eine komplexe Zahl aus dem Konvergenzbereich 8 von 9,  (z) = & eine al- 
gebraische, nicht singulare Zahl. Dann existieren also die beiden Zahlen y (&) 
und 7 (é). Dann setzen wir: 

o* (z) = max (rt (z), y (&), 9 (6). 
Ist z aus B, aber @ (z) = & eine transzendente Zahl, so setzen wir: 
o* (z) = 0, 
Ist schlieBlich z nicht in 8 oder 9 (z) eine singulire algebraische Zahl, so 
setzen wir etwa o* (z) beliebig als reelle Zahl fest. 


Offenbar ist also o* (z), falls z eine Zahl aus 8 und é algebraisch und nicht 
singular ist, das Maximum der beiden Zahlen rt (z), t (&). 











Karu DérGE: 


Aus Hilfssatz 19 ergibt sich dann ohne weiteres der folgende 

Hilfesatz 20. Fir jede Zahlenfolge z, + o gilt: Die beiden Zahlenfolgen 
o (z,) und o* (z,) konvergieren beide nach oo, wenn es fiir eine von ihnen zu- 
trifft, und es sind beide beschrankt, falls eine von ihnen beschrankt ist. 

Dann folgen aus Satz 1 und Satz 2 unmittelbar die folgenden Satze 3 
und 4: 


Satz 3. Man habe eine Puiseux-Reihe yp (z) vom Typ I oder Il. Sie sei 


, or ae 
eine transzendente Funktion. Es sei noch lim—*- = 0. Dann folgt 
—— & 


lim o* (z) 0, 
z-—> co 


Satz 4. Man habe eine Puiseux-Reihe gy (z) mit algebraischen Koeffizienten 
vom Typ 1 oder Il. Sie sei eine algebraische Funktion. Dann gibt es zu jedem 
festen M, einen Kreis in der z-Ebene, so daB o* (z) fiir alle z aus M, auferhalb 
dieses Kreises beschrankt ist. 


Offenbar kann man Reihen vom Typ III durch Subtraktion des Koeffi- 
zienten a, von @ (z) auf Reihen vom Typ II zuriickfiihren. 


Dann ergibt sich unmittelbar aus den Satzen 3 und 4 das folgende Ergebnis, 
welches vielleicht als etwas umstandlich formuliert erscheint. Dies ist so 
formuliert, um ganz deutlich zu machen, daB und in welchem Sinne die Ent- 
scheidung iiber den algebraischen Charakter der vorgelegten Funktion allein 
mittels des Wertevorrates getroffen werden kann (also ohne Benutzung der 
Bindung der Werte von @ an die Argumente z) 

k k-1 

Satz 5. Man habe eine Puiseux-Reihe p (z) =a,-z% + ap_ ,°z 4 

mit algebraischen Koeffizienten. In der Bedeutung der r, aus Hilfssatz § 9 sei 


. r . 
lim —* =0. Man kenne nun den Wertebereich W von —p {z) fiir irgendeine nach 


~ konvergierende Menge von Zahlen aus einem festen I,, (z. B. fiir die Menge 
der natiirlichen Zahlen). Dadurch ist bestimmt, ob die Reihe vom Typ \ oder II 
oder III ist, je nachdem némlich, ob ihr Grenzwert der unendlich ferne Punkt, 
0 oder ein eigentlicher Punkt + 0 ist. Liegt Typ 11 vor, so ist das konstante 
Glied, mit dem die Reihe beginnt, als Grenzwert des Wertbereiches % bekannt. 
Indem man ihn jeweils von den Zahlen des Werthereiches %& subtrahiert, geht 
man iiber zu der Reihe vom Typ 11, die entsteht, wenn man in der vorgegebenen 
Reihe das konstante Glied streicht. Fiir Reihen vom Typ 1 oder Il aber hat 
sich ergeben: 


Die Menge B hat genau einen Haufungspunkt, und zwar ~ oder 0. Man 
ordne jedem Wert w aus B& seinen Transzendenzgrad rt (w) zu. Dann ist die 
Transzendenz der Funktion gp (z) gleichbedeutend mit der Aussage lim t (w) 
(an der einzigen Héufungsstelle von %) ist co, das Algebraischsein von @ (z) 
gleichbedeutend mit: t (w) ist in jeder hinreichend engen Umgebung des Haéufungs- 
punktes von %& beschrénkt. 


Z. B. folgt aus dem Satze: Hat die transzendente Puiseux-Reihe  (z) 
algebraische Koeffizienten aus einem endlichen algebraischen Zahlkérper, so 
gibt es zu je zwei reellen Zahlen ¢,, t, einen Kreis % um den komplexen Null- 
punkt, so daB gilt: » nimmt fiir keinen Wert, der in Yt, und auBerhalb & 
liegt, einen Wert aus Dt;, an. 
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Denn fiir Reihen des Typ I und I1 folgt es aus unserem Satz und fir 
Reihen des Typ III ist es fast ohne weiteres klar. 

Fiir den Fall, daB sich die untersuchte Funktion als algebraisch ergibt, 
lassen sich hiufig Angaben iiber den Grad derselben machen. Dies wird dem- 
nachst, zusammen mit anderen Anwendungen, mitgeteilt werden. Z. B. ergibt 
sich als Antwort auf die in der Einleitung erwaihnte von Strauss gestellte 
Frage: Damit eine Puiseux-Reihe mit rationalen Koeffizienten eine rationale 
Funktion ist, ist notwendig und hinreichend; daB sie fiir unendlich viele ganz 
rationale Werte (auch: fiir alle ganzen rationalen Werte ihres Konvergenz- 
bereiches) rationale Werte annimmt von beschranktem Transzendenzgrade. 

Den oben abgeleiteten Satzen véllig analoge ergeben sich als Antwort 
auf die allgemeinere Frage, wann zwei vorgelegte Puiseux-Reihen mit alge- 
braischen Koeffizienten algebraisch abhangig sind. Dies soll demnachst mit- 
geteilt werden. 


(Eingegangen am 10. Januar 1950.) 
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Zur Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen. 
Uber eine Zerlegung analytischer Funktionen und die 
Weilsche Integraldarstellung. 

Von 


Hans Herert') in Miinster (Westf.). 


AnpRE Wei hat fiir analytische Funktionen mehrerer komplexer Ver- 
anderlichen eine verallgemeinerte Cauchysche Integralformel angegeben, 
durch welche eine regulaire Funktion f (z,,...,z,) im Innern eines analytischen 
Polyeders $ mittels ihrer Werte auf den n-dimensionalen Kanten von § dar- 
gestellt werden kann?). Dabei wird unter einem analytischen Polyeder 
eine wie folgt zu beschreibende Punktmenge des R2” verstanden: In den Ebenen 
der Variablen z; seien beschrankte Gebiete D; mit stiickweise glatten Randern 
R, gegeben ; es sei gesetzt pj = D; + R;. Ferner seien 7; ((z)),i = 1, 2,...,m, 
Funktionen, die simtlich in einem schlichten Gebiet D des R*" regular 
und eindeutig sind. Es wird sodann die Gesamtheit der Punkte ((z)) be- 
trachtet, die den Bedingungen 


((z)) €D, yi ((z)) € 9; 
geniigt; eine zusammenhangende Komponente dieser Punktmenge oder die 
Vereinigung mehrerer solcher Komponenten, falls diese ganz in D liegen, heiBt 
ein analytisches Polyeder 8. Zur Anwendung der Wertschen Integraldar- 
stellung mu8 nun wesentlich vorausgesetzt werden, daB die Funktionen 7; ((z)) 
eine Zerlegung der folgenden Art gestatten: 
n 
(1) ni ((2)) — 461) = D (z — 6.) > Pin (2); (0), 
v=1 
hierbei bedeuten die P;,((z); (¢)) in D xX D regulare eindeutige Funktionen 
VON 2,-.-; Zn,» Oy,--+s C3 Sie gehen explizit in die Integralformel ein. A. WEIL 
bemerkt, daB Ze tle gungen der Gestalt (1) jedenfalls dann existieren, wenn die 
4: ((z)) Polynome oder rationale Funktionen oder Grenzfunktionen gleich- 

maBig konvergenter Folgen solcher Funktionen sind. Es ist aber bekannt, 
daB im Raume mehrerer komplexer Veranderlichen keineswegs in jedem vor- 
gegebenen schlichten Regularitatsgebiete*) eine dort eindeutige regulare 

1) Der Verfasser ist 1941 im Osten gefallen. Die vorliegende Arbeit stellt einen Auszug 
aus seiner Dissertation dar, die 1940 in Minster vorgelegen hat. — Seit 194] sind Ar- 
beiten von K. Oxa und H. Cartan erschienen, die das Resultat von H. HeFrer enthalten, 
jedoch andersartige Beweismittel benutzen: K.Oxa: Jap. J. Math. 7, 523 (1941); 
Cartan, H.: Ann. Sci. Ecole norm. Sup. III, 61, 149 (1944). 

Die Unterzeichneten halten die Veréffentlichung des HErerschen Beweises wegen 
seiner auffallenden Einfachheit auch im gegenwartigen Zeitpunkt fiir gerechtfertigt. 

H. Bennke, K. Stem. 

2) Wei, AnprE: C. R. 194, 1304 (1932). — Math. Ann. 111, 178 (1935). 

3) Zur Theorie der Regularitatsgebiete sowie zu den weiteren, hier nicht naher er- 
lauterten Begriffen der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen siehe H. BEHNKE 
u. P. Toutten: Erg. Math. 3, 3 (1934). 


Zerlegung analytischer Funktionen. 277 


Funktion durch Polynome oder rationale Funktionen im GroBen gleichmaBig 
approximiert werden kann‘). So war die Frage offen geblieben, ob die WEIL- 
sche Integralformel auch in den Fallen anwendbar bleibt, wo die das analyti- 
sche Polyeder charakterisierenden y;((z)) nicht zu den angegebenen Funk- 
tionenklassen gehéren. Wenn aber in einem analytischen Polyeder % eine 
Wettsche Integraldarstellung méglich ist, so kann fiir % ein Analogon des 
RuneeEschen Satzes abgeleitet werden. Aus diesem Grunde ist die Frage 
nach der Méglichkeit einer Zerlegung (1) analytischer Funktionen in vorge- 
gebenen Gebieten von besonderer Wichtigkeit fiir die Funktionentheorie 
mehrerer Veranderlichen. 

Es soll nun gezeigt werden, da8 in allen schlichten endlichen Regularitats- 
gebieten & in der Tat die in & reguliren eindeutigen Funktionen solche Zer- 
legungen (1) zulassen. Da die offenen Komponenten von analytischen 
Polyedern insbesondere Regularitatsgebiete sind und jedes analytische 
Polyeder sich durch ganz umfassende analytische Polyeder approximieren 
1aBt, so wird damit bewiesen sein: Die Wrtusche Integraldarstellung analytischer 
Funktionen ist in allen analytischen Polyedern des R®" méglich. 

Wir bendtigen einen Hilfssatz: 

Sei & ein schlichtes endliches Regularitatsgebiet und ©" —2) eine & treffende 
(2 n —- 2)-dimensionale analytische Ebene. In den Punkten des Durchschnittes 
Gr\ EC"—*) sei als Funktion auf €°"—*) eine reguldre eindeutige Funktion 
vorgegeben. (Besteht & -\ E*"—*) aus mehreren Komponenten D,;, so. soll in 
jedem QD; eine regulire eindeutige Funktion yp; vorgegeben sein.) Dann gibt es 
eine in & reguldre eindeutige Funktion ®, die auf & ~\ €2"—-2) mit —p iiber- 
einstimmt. 

Zum Beweise darf angenommen werden, daB €@"— 2) die Ebene z, = 0 ist ; 
die Funktion ¢ ist dann als Funktion der Variablen 2z,, . . ., z, allein zu schrei- 
ben: @ (Zg,---,Z,). In & wird nun eine Covsinsche Verteilung meromorpher 
Ortsfunktionen mit Aquivalenz in bezug auf Subtraktion®) wie folgt vorge- 
geben: Liegt der Punkt P innerhalb © auf €@"-2), so werde P eine Hyper- 
kugelumgebung Ul (P) so zugeordnet, daB U1 (P) nur Punkte von & enthalt; 
in Ul (P) werde 

tr -_ P oe «» Zn) 
als Lokalfunktion vorgeschrieben. Liegt P nicht auf €"— 2), aber innerhalb G, 
so sei als P zuzuordnende Umgebung WU (P) eine P enthaltende Hyperkugel 
gewahlt, die ganz in & liegt, aber €2"—2) nicht trifft; in diesem Falle sei 
fp=0. Nach K. Oxa ist in & das erste Coustnsche Problem®*) lésbar. Es 
gibt also eine in © meromorphe eindeutige Funktion F (z,, ...,z,), so daB 
jeweils in U (P) die Differenz Rp = fp — F regular ist. Die Funktion 


@ (2,, ... ., %) om 2, °F (2,, .. . Zp) 
ist dann eine gesuchte Funktion: Es gilt jeweils in U (P) 
z4°F=2z:fp—2z: Rp; 
dies ist fiir alle P ¢ G regular und stimmt fiir z, = 0 mit — (z,, . . ., z,) tiberein. 


*) Bennxe, H. u. K. Srem: Géttinger Nachr., N. F. I (1939). Srer, K.: Sitzgsber. 
bayer. Akad. Wiss. 1939, 139; Math. Ann. 117, 727 (1941). 

5) Zum Cousryschen Problemkreis, vg]. H. BEHNKE u. K. Stern: Jber. dtsch. Math.- 
Ver. 47, 177 (1937). 

*) Oxa, K.: J. Sci. Hiroshima Univ. A, 7, Nr. 2, 115 (1937). 
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Nunmehr kénnen wir den folgenden Satz beweisen: 
Das schlichte endliche Regularitétsgebiet § im R?" habe mit der analytischen 


2 (n k)-dimensionalen Ebene €2(—*) : {z, =--- = z = 0} einen nicht leeren 
Durchschnitt (n>1,1<k<n). In & sei eine regulire eindeutige Funktion 
f (2, .. 5 Z,) vorgegeben, die auf @ ~\ E?("—*) verschwinde. Dann existiert in & 
eine Darstellung 
k 
(2) § (das - « op Be) = D 2° OD, (aa, - - -r Beds 
’ 1 


wo die Y, (2, »= 
Wir wenden vollstaéndige Induktion an: 1. Die Behauptung ist sicher 
richtig fiir k 1 und beliebiges n. 2. Die Behauptung gelte fiir > — 1 


2). 


) in & eindeutige regulére Funktionen darstellen. 


" 


. ° - ° . ° . ~ (2 — 
und beliebiges n > k. Wir schneiden & mit der analytischen Ebene &; 

: ' (2n—2 
{z, = 0}. Der Durchschnitt D = 6 > "~~ besteht aus einem oder mehreren 
(2 2)-dimensionalen Regularitatsgebieten im Raume der Veranderlichen 


Zh, sey Zea Ma ty-+->%3 denn mit & sind auch alle Komponenten D; von D 
regular-konvex. Die in © vorgegebene Funktion f (z,, ...,z,) ist laut Voraus- 
setzung insbesondere in D regular und eindeutig, sie verschwindet dort auf 
den Punkten der Ebene {z, = -- - = 2z,_; = 0}. Also existiert in D (bzw. in 
jeden D;) nach Induktionsvoraussetzung eine Darstellung 

k-1 
(3) f 2 20° Or (aay - - +9 A — oe es 

oa 


fay 


dabei sind die Q* in D regular (bzw. sie bestehen aus jeweils in D; regularen 
und eindeutigen Funktionen). Auf Grund des Hilfssatzes gibt es in & ein- 
deutige regulare Funktionen Q, (2,, . . ., 2 — 1, 74415 --+>%,),¥=1,...,.k—1, die 
auf D mit den dort gegebenen Q* iibereinstimmen. Wir bilden die in & regu- 
lare Funktion 

k-1 
(4) P (Zs, - . -p Za) = flags - - +r Bq) — D 2° Q, (Sa, ~~ -2 %)- 


n n/ 
v=] 


Y verschwindet wegen (3) auf z, = 0 innerhalb &. Nach Induktionsschritt 1. 


existiert eine in & eindeutige regulare Funktion Q, (z,,...,2z,), 80 daB in & 
(5) } th, . «<9 Me) ae OG Gy, « s -%) 
gilt. (4) und (5) ergeben aber eine gesuchte Darstellung (2), w. z. b. w. 


Sei nun im schlichten endlichen Regularitatsgebiet G© des R*% eine dort 
regulare eindeutige Funktion x (2, ...,zy) gegeben. Beachtet man, daB mit 
®% stets auch das direkte Produkt © = © x & ein Regularitatsgebiet ist, 
so ergibt sich die Existenz einer Zerlegung 


N 
4 (z,---2y) — 4 (Car -- +s Ox) = D (2% — 0) * Py (aay - - r Sy Cas - - 29 Ow) 
r= 
in & wie folgt: Man setze 
=z, — C., Won =2, #2=1,...-, Vy, 


und wende den soeben bewiesenen Satz mit k = N, n 2N an. 


(Eingegangen am 23. Dezember 1949.) 


Math. Annalen, Bd. 122, 8. 279—295 (1950). 
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Von 


G. Bow in Freiburg i. Br. 


Bekanntlich hat der Ricci-Kalkiil die Mittel dazu geliefert, die Theorie 
der Flachen oder Hyperflachen in affinen Raumen bei Verwendung beliebiger 
Parameter einfach und iibersichtlich zu gestalten. 

Auch fiir die projektive Geometrie der F lichen sind entsprechende Formel- 
systeme aufgestellt worden, zuerst von G. Fusrnt’). 

Eine sehr allgemeine Theorie, die auch die Réiume mit projektivem Zu- 
sammenhang umfaBt, stammt von J. A. ScHouTEN und J. HAANTJES?). Von 
spiteren Theorien nennen wir die von P. O. BELL*) und A. NorpEeNn‘). Auch 
mit Hilfe des Kalkils der alternierenden Differentialformen ist die Aufgabe 
behandelt worden). 

Die Vielzahl der Theorien gibt schon einen Hinweis darauf, daB keine 
in jeder Hinsicht befriedigt. Es sind vor allem zwei Punkte, die die Schwierig- 
keiten bedingen. Der erste betrifft das Problem der Normierung. 

Die Koordinaten 
(1) E (ul, u®) = {x,y (u}, u?), x, (ul, u?), x, (uw, w?), ay (ut, u?)} 
der Punkte einer Flaiche im projektiven Raum sind ja nur bis auf Umnor- 
mierungen 

2) t* =ofr 
mit einer beliebigen von Null verschiedenen Ortsfunktion 0 (u', u®) auf der 
Flache festgelegt, und es macht Schwierigkeiten, die Normierung in geeigneter 
Weise zu fixieren. 

Die zweite Frage ist die der Einspannung. NaturgemaB wird man an jeder 
Stelle der Flache eine Gerade (r, 9), die den Flachenpunkt ¢ mit einem Punkt 4 
auBerhalb der Tangentenebene verbindet, als Ersatz fiir die Normale der 
Flaiche betrachten. 

Man nennt eine solche Gerade eine Normale erster Art. Anwendung des 
Dualitatsprinzipes zeigt naimlich, daB Geraden, die in der Tangentenebene 
liegen und nicht durch den Flichenpunkt gehen, ahnliche Eigenschaften 
haben miissen, solche nennt man daher Normalen zweiter Art®). 

*) Herrn Hernricu TIETZE zum 70. Geburtstag am 31. August 1950 gewidmet. 

1) Vgl. die Darstellung in G. Fusrni u. E. Cec: Geometria Proiettiva differenziale, 
Kap. VI, Bologna 1936. 

2) Comp. Math. 3, 1—51 (1936). Hier wird eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit in 
einem n-dimensionalen Raum mit Hilfe von p+ 1 homogenen. Parametern dargestellt. 
Diese zweifellos sehr gliickliche Idee hat aber bei der Anwendung auf zweidimensionale 
Flichen den Nachteil, daB man drei statt zwei Parameter mitschleppen mu, was hier 
doch erheblich ins Gewicht fallt. 

3) Trans. amer. math. Soc. 60, 20 (1946). ™ 

4) Rec. Math. Moscou 20, 263 (1947). Vgl. auch A. I. Cantaurt, C. R. Acad. Sc. USSR 
59, 1254 (1948) . 

5) Vgl. G. Fusrnt u. E. Gecu: Introduction a la géométrie projective différentielle 
des surfaces, Kap. XIII, Paris 1931. 

6) In der affinen Geometrie sind die Normalen zweiter Art die unendlich fernen 
Geraden der Tangentenebenen. Man kénnte daher diese Normalen allgemein ,,Fern- 
geraden‘“ nennen. Bei manchen Autoren werden die Normalen andersherum numeriert. 
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Es liegt nun auf der Hand, analog zu den Verhaltnissen in der metrischen 
und affinen Geometrie nur solche Normalen jeder Art heranzuziehen, fiir 
die die Kriimmungslinien, also die Kurven, lings derer die Normalen Torsen 
bilden, auf der Fliche ein konjugiertes Netz bilden. Man nennt solche Nor- 
malenkongruenzer zur Fliche konjugiert. 

Bei konjugierten Normalenkongruenzen macht die Normierung keine 
Schwierigkeiten, und man gelangt so zu iibersichtlichen und brauchbaren 
Formeln’). 

Nach FvuBINI nennt man daher die einfachsten mit der Flache invariant 
verkniipften konjugierten Normalen ihre Projektivnormalen*). Bei geometri- 
schen Untersuchungen stellt sich aber bald heraus, daB diese Projektiv- 
normalen zur Behandlung der weitaus meisten Fragen keineswegs besonders 
geeignet sind. So driingen sich fiir die Untersuchung der Hiillfliche der Lie- 
Quadriken einer Flache, also ihrer DemovuLinschen Tetraeder, die schon von 
E. J. WiLczyNSKI eingefiihrten Direktrix geradezu*) auf, und diese bilden 
im allgemeinen keine konjugierten Kongruenzen. 

Eine Theorie, die auch bei Verwendung nicht konjugierter Normalen zu 
wirklich befriedigenden Formeln fiihrt, scheint bisher nicht aufgestellt zu sein. 
In dieser Note wollen wir zeigen, wie man auf Grund sehr einfacher geometri- 
scher Betrachtungen zu Formeln gelangen kann, die auch fiir nicht konju- 
gierte Normalensysteme brauchbar sind, die Fusrnischen als Sonderfall um- 
fassen und nicht komplizierter sind als diese. 

Der besseren Ubersicht halber sei das verwendete Verfahren schon hier 
mit kurzen Worten erértert. Das Stérende an den Umnormungen (2) ist 
vor allem, daB nach Differentiationen nicht nur 9, sondern auch die Ablei- 
tungen von o, die keinerlei geometrischen Sinn haben, in die Formeln ein- 
gehen. Wir beseitigen nun diesen Mangel, indem wir statt der gewéhnlichen 
Differentiation ein verallgemeinertes Differentiationsverfahren verwenden!®). 

Ist naimlich ein Vektor s, gegeben, der von der Normierung des Punktes r 
abhangt und bei Umnormierungen (2) nach 


(3) 8, = 8, — @, (logo) ") 
transformiert wird, so erkliren wir die halbinvariante Ableitung von x durch 
(4) ti = + 8, f. 

Bei Umnormungen (2) ist dann 
(5) i = 2, (et) + si (0%) = Ok, 
so daB jetzt in den Transformationsformeln nur o selbst eingeht. 

Es ist nun sehr leicht, diesem Verfahren einen geometrischen Sinn bei- 
zulegen. Denken wir uns, daB in jeder Tangentenebene der Flache (1) eine 
Normale zweiter Art gegeben ist. Bei fest gewihlter Normierung kann man 
dann die s, durch die Forderung eindeutig festlegen, daB die Punkte r, auf 
dieser Normalen liegen sollen. 


7) Formeln fiir zwei beliebige konjugierte Normalenkongruenzen hat wohl zuerst 
W. Siss angegeben (unverdffentiicht). 
®) Vgl. *), S. 92. 
*) Vgl. 4), 8S. 96. 
1°) Vgl. D. J. Srrurk: Erg. Math. 3, H. 2 (1934). 
1) Das Symbol @, bedeutet Differentation nach u’. 
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Postuliert man dann, daB sich die s, bei Umnormungen (2) nach (3) ver- 
halten sollen, so liegen die Punkte rf nach (5) bei jeder Normierung auf der 
gegebenen Normalen. 

Wir kénnen die Normalen als Ersatz fiir die unendlich ferne Gerade un- 
serer Ebene auffassen'*). Durch Vorgabe der ,,Ferngerade”’ in jeder Tangenten- 
ebene ist also ein halbinvariantes Differentiationsverfahren bestimmt, und um- 
gekehrt gehért zu jedem solchen Differentiationsverfahren eindeutig eine Fern- 
geradenkongruenz. Ist nun die Ferngeradenkongruenz konjugiert, so kann man 
die Normierung der Vektoren x so fixieren, daB s, iiberall auf der Flache 
verschwindet. Die halbinvariante Differentiation wird dann zur gewoéhnlichen. 

Hier zeigt sich also besonders deutlich, weshalb die konjugierten Kon- 
gruenzen sich leicht behandeln lassen. 

Hervorgehoben sei schlieBlich, daB die Formeln, zu denen wir auf diesem 
Wege gelangen, als Sonderfall eine Flaichentheorie in Asymptotenlinienpara- 
metern enthalten, die vom Verf. vor einigen Jahren angegeben wurde"). 


§ 1. Pseudogré8en und halbinvariante Differentation. 


Gegeben sei ein Raum A, mit einer affinen Ubertragung™). Es gelten 
also di Formeln?) 


(1) V, vw, = 9, w, — Tj, ,, Vv," =6,0 +I%,,0 
(2) Tin =D na 

(3) 2 Vio Vu 0 = — Rapa v 

(4) 2 Vio Vu = Rapa” wy. 


Wir interessieren uns fir den Fall, daB GréBen vorkommen, die nur bis 
auf einen von Null verschiedenen Faktor festgelegt sind. Es mége also etwa 
eine Umnormungsgruppe zugelassen sein, bei der gewisse GréBen der Geo- 
metrie mit Potenzen einer beliebigen von Null verschiedenen Ortsfunktion o 
multipliziert werden. 

Ist fiir die GréBe ®**) bei unseren Umnormungen etwa 


(5) pt oan @ ‘ 0°, 
so nennen wir ® eine PseudogréBe vom Gewicht c. c kann eine beliebige 
reelle Zahl sein. Beispiele sind etwa die Koordinaten der Flache (1) in der 
Finleitung oder der Fundamentaltensor in einer WEyLschen Geometrie, von 
dem unten die Rede sein wird. 

Bei Differentiation ist 


(6) Vv, 9* =0'V,9+V,0°o. 


In den Transformationsformeln fiir die kovariante Ableitung einer Pseudo- 
gréBe gehen also die Ableitungen von o ein, diese Ableitung ist also kein 
Pseudotensor. Dies ist unvorteilhaft, weil dieser Ableitung dadurch schwer 


12) In der affinen Geometrie sind ja die 2, ¢ Vektoren, d. h. man kann sie als unend- 
lich ferne Punkte auffassen. 

13) Vgl. § 5. 

14) Die Einschrankung auf affine, also symmetrische und iiberschiebungsinvariante 
Ubertragungen ist unwesentlich. : 

18) Fiir die Symbolik vgl. man J. A. Scnouren: Der Ricci-Kalkil, Berlin 1924, 
weiterhin R. C. zitiert. 

16) Wir lassen hier zunachst die Indices als unwesentlich weg. 
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ein geometrischer Sinn beizulegen ist. Wir wollen deshalb das Differentiations- 
verfahren so abandern, daB der PseudogréBencharakter bei Differentiation 
erhalten bleibt?®). 

Dazu besteht die Méglichkeit, wenn uns ein Vektor s, zur Verfiigung 
steht, der sich bei Umnormungen unserer Gruppe so verhilt: 


(7) 8, = 8, —@, logo. 
Fiir die GréBe 
(8) Was P Va @+ec 8, PD 


ist dann namlich 
r -_ “ - s 
(V, ®)* = VV, €* +c8, OF =o (V7, @ +c8,9) =o V,®, 
so dab \/, ® wie M eine PseudogréBe vom Gewicht c ist. 


Wir nennen \/,, ® die halbinvariante Ableitung der GréBe ®. Fiir die halb- 
invariante Ableitung gelten die iiblichen Regeln; sind ® und Y¥ beliebige 
PseudogréBen, so ist 


(9) Y.(@ PY=V7,O9-P4O0-7,". 


7 


Sind diese GréBen gleichartig, so daB man ihre Summe bilden kann, und haben 
sie das gleiche Gewicht, so ist auch 
(10) VY.(9 + FP) =V,04- V, %. 
Auch die Uberschiebungsinvarianz folgt sofort aus der gleichen Eigenschaft 
der affinen Ubertragung. 

Fiir die Vertauschung zweier halbinvarianter Differentiationen gilt dagegen 


(11) Jip Vay P = Vin Vy @ + ¢8,,9., 
wobei 
(12) Sua = Ap $2) 


gesetzt ist. 


Bei den Umnormungen der Gruppe ist 


“mae 


. - ; - - : 
(13) Dua Ou 8A) Ou 82) S 


also S,, absolut invariant. 


uA 
Aus (7) folgt, da8 man dann und nur dann o so bestimmen kann, daB 

s* = 0, wenn der alternierende Tensor S,, verschwindet. o ist durch diese 

Forderung bis auf einen konstanten Faktor eindeutig festgelegt. Falls 


(14) : 0. 


ua 


so kann man also die Normierung der PseudogréBen bis auf Umnormungen 
(5) mit konstantem o eindeutig so normieren, daB si = 0. Bei dieser Normierung 
geht das halbinvariante Differentiationsverfahren in das gewoéhnliche iiber. 
Wenden wir unsere Formeln zunichst an auf die Geometrie von WrEyL! 
Darunter versteht man bekanntlich eine affine Ubertragung, bei der ein 
symmetrischer Tensor g;, von héchstem Rang vorhanden ist, fir den eine 
Ableitungsformel der Form 

(15) Vu Gay — ¢, 9a» 

gilt??). 


17) Vgl. R.C 
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Fir den Tensor 


(16) in = OGin 
folgt aus (15) die Beziehung 

Vu Gi» — Qi Gi» 
mit 
(17) Q: = Q, — 4, logo. 


Wir haben hier genau den oben postulierten Sachverhalt; fiir den Fun- 
damentaltensor g,, sind die Umnormungen (16) méglich. Da der Vektor Q, 
sich, wie (17) zeigt, nach (7) transformiert, kénnen wir ihn zur Erklarung 
einer halbinvarianten Differentiation verwenden. 

Tut man das, so wird nach (15) 


(18) V,. 91» = VuGar + QGa» =, 


wie in der Riemannschen Geometrie verschwindet also jetzt die Ableitung 
des Fundamentaltensors. 

Verschwindet die GréBe 

(19) Vu Qa) ’ 

so kann man die Normierung des Fundamentaltensors so fixieren, daB Q, = 0. 
Bei dieser Normierung geht dann die WEyLsche Geometrie in eine RIEMANN- 
sche tiber. 


Fiir das folgende wichtig ist noch die alternierende FundamentalgréBe 


Cx a,+++a, der Weytschen Geometrie. 
1 2 7 


Fiir jeden Pseudo-n-Vektor Ma a, +++ a, VOU beliebigem Gewicht ist jedenfalls 
2 

bei geeignetem 5, 

(20) Vu Og a,*** a, = b,, Gq a,- ++ ay” 

Das folgt daraus, daB die rechte Seite in den «; wiederum alterniert und daher 

nur » wesentliche Komponenten hat. 


Nun ist 
(21) D = Gu, (6, G\2,\8,9 \a,|B,°* +9 \aq|6q] 
sowohl in den a; wie in den #; alternierend, wir kénnen also setzen 
(22) ® = Ela a, +++ cin BB+ * Bye e= +l. 
Dann folgt einerseits aus (18), daB 
(23) V7, 2 =0, 
andererseits durch Anwendung von (20) 
(24) V7, 0 =26,0. 
Es ist also fiir den durch (22) erklarten n-Vektor b, = 0 und 
(25) Vu Cxa, +++ a, = 0. 


Aus (21). (22) folgt, daB die Komponenien unseres n-Vektors den 


Wert + Vel Jin; haben, wobei « = + 1 so gewahlt sei, daB die Wurzel reell 
ausfaillt. Setzen wir 


(26) 





%3...°0™ Ve Jau'\> 
so ist auch das Vorzeichen von Caas*** ap festgelegt. Ca,a,°** ay ist wegen (21) 
ein Pseudo-n-Vektor vom Gewicht n/2. 
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§ 2. Anwendung auf die projektive Differentialgeometrie. 


Im projektiven » + 1-dimensionalen Raum seien zwei Hyperflaichen ge- 
geben, eine durch ihre Punkte 


(1) c (a, w®,... 0%), 
die andere durch ihre Tangentialhyperebenen 
(2) X (ul, w?,...u*). 34) 


Sie seien durch gleiche Parameter eindeutig aufeinander bezogen und nicht 
singular, die Punkte 


(3) sg; 8.5; p=1,2,3,.,.2 
seien also linear unabhingig und ebenso die Ebenen 
(4) £; 0, 2; w= 1,2,3,.,.% 


Die Darstellung beider Hyperflichen ist nicht eindeutig festgelegt, es 
bleiben noch Umnormungen 


(5) t* =ert 
und 
(6) X* =o 


méglich, wo o und o beliebige nicht verschwindende Funktionen der Para- 
meter u” sind. 

In der Tangentenhyperebene der Fliche (1) sei eine (n — 1)-dimensionale 
».Fernebene“ festgelegt, die nicht durch r geht. Dann kénnen wir den Vektor 
s, 80 bestimmen, dab die Punkte 


(7) tei =O +8,f 
in dieser Fernebene liegen. Bei den Umnormungen (5) miissen wir dann, 
damit diese Eigenschaft erhalten bleibt, 
) o a 
(8) 8, = 8, — @, (loge) 
setzen. 

Dual analog dazu wahlen wir durch jeden Punkt der Fliche (2) eine Ge- 
rade, die nicht in der Hyperebene X liegt. Dann kénnen wir den Vektor 3, 
eindeutig so bestimmen, daB die Hyperebene 
, . re 
(9) x, =0,% +45, 
diese Gerade enthalt. Bei den Umnormungen (6) miissen wir dann analog zu (8) 

, * : 
(10) &, = 5, — @, log a 
setzen. 

Wird jetzt im Raum der Parameter wu“ eine beliebige affine Ubertragung 
festgelegt, so nennen wir eine GréBe ®, fiir die bei den Umnormungen (5), (6) 
(11) G* =o of OD, 
eine PseudogréBe vom Gewicht [c, d]. 

Genau wie im vorigen Paragraphen kénnen wir fiir solche PseudogréBen 
durch 


(12) Vu 7) V, @ + (ec 8, + ds,)@ 








*) Zu dem Vektor X werden die n + 1 Hyperebenenkoordinaten einer Hyperebene 
zusammengefaBt. 
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eine halbinvariante Differentiation erkliren. Fiir diese gelten dann alle dort 
bewiesenen Eigenschaften, die Vertauschungsregel (1, 11) 2%) ist aber zu er- 
setzen durch 


(13) Vin Vo} P= Vin Voy ® + (¢ Su, +d8,,) @ 
mit 
(14) Sir =Onp8)}, Sue = n%)- 


Die Komponenten von ¢ sind Pseudoskalare vom Gewicht [1,0], und es 
7 


ist daher nach (7) 
(15) V.t =Ep- 


Ebenso sind die Komponenten von X Pseudoskalare vom Gewicht [0, 1], 
und es ist nach (9) 


(16) V, £ = &,. 
Die Skalarprodukte 
(17) Z.% -h,., 


bilden eine Pseudogr6Be vom Gewicht [1,1]. Wir setzen 


(18) hius) Juv: hin »} =k v 


“ 
und wollen annehmen, daB g,, den Rang m hat. 


Dann kénnen wir g,, als Fundamentaltensor einer WEytschen Geometrie 
verwenden, wobei wir 


~ 


c oa 
(19) Q.= 8, +4, 
setzen. Bei unseren Umnormungen ist namlich nach (5), (6) 
(20) h,.*=och,, 
und daher 
(21) i “ OD Guy» 
wihrend nach (8), (10) 
(22) Q, = Q, — @, log oo. 


Fir die eben eingefiihrte beliebige affine Ubertragung kann man also 
diese WryLsche nehmen, die durch die geometrischen Gegebenheiten ein- 
deutig festgelegt ist. Fiihrt man jetzt zu jeder Flache ein Begleitsimplex ein, 
so gelangt man zu Ableitungsformeln, die die Geometrie beider Flaichen in 
einfacher Weise zu beherrschen gestatten. 


§ 3. Hyperflichentheorie. 


Wir wollen jetzt fiir die Hyperebenen (2,2) die Tangentenhyperebenen 
der Flache (2, 1) waihlen®®). Wir haben dann also eine Hyperfliche, bei der 
in jeder Tangentenebene eine (n — 1)-dimensionale ,,Fernebene“ gegeben ist, 
die nicht durch den Flichenpunkt geht, und durch jeden Flichenpunkt eine 
,, Normale“, die nicht in der Tangentenebene liegt. Fiir die Vektoren gilt dann 


(1) £2=2t, = 2,¢ =0 





19) Damit ist Formel (11) aus § 1 gemeint. 

20) Auch andere Anwendungen sind méglich. Wahlt man etwa X zu x polar in bezug 
auf eine feste nichtentartete Hyperquadrik, so erhalt man die Formeln der Nichteuklidi- 
schen Geometrie. 

Mathematische Annalen. 122. 19 
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und daher, wenn wir halbinvariante Differentiation durch angehingte Indizes 
angeben, 


(2) A,, — £0 = £2,, = £ (hi, + 2 8,2) = FE = —#,y,=h,;. 
Es ist hier also 

(3) k., =0 

und 

(4) Jx=h,, =X, =— 4% = Xt = — 0, £9, t. 


Der Tensor g,, hangt hier also nicht von der Wahl der Fernebenen und Nor- 
malen ab. Die Kurven 


(5) g,,du’- du =0 
sind im Falle einer zweidimensionalen Flaiche im R, die Asymptotenlinien. 
Es sei jetzt » ein beliebiger Punkt der Normale an unserer Flachenstelle. 
Da y nicht in der Ebene % liegt, kénnen wir y so normieren, daB 
(6) £9=1. 
y ist dann halbinvariant vom Gewicht (0, — 1). 
Weiter sei ¥) die Hyperebene durch y und die Fernebene. Diesen Vektor 
kénnen wir so normieren, daB 
(7) Yr=1l. 
Y) hat dann das Gewicht (— 1, 0). 
Fiir unsere Punkt- und Hyperebenenvektoren gilt jetzt die Produkttabelle 


| x ti, Y 





Z,. 0 Ji, 
y;1 0 0 


Die Ableitungsgleichungen unserer Vektoren kénnen wir unter Verwendung 
einer beliebigen affinen Ubertragung in der Form ansetzen 


Lan = Bite + Cut + Did 
. i, = Bix, +O,,%4+D,,.9 
y, =C*,r, + Fit G, 
YM =O, 8 +Fik +GyY 
Aus (4) folgt dann zuniichst, daB 
(10) D,, = Dy, = 9:1,- 
Da 
(11) tau) = Syak Kay) _ Sys z, 
hat man weiter 
(12) Cau = Sys Cran) = 8,,, 
und 


(13) Buys = 0 Bay == 0 
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Setzt man (9) ein in die durch Differentiation aus (8) hervorgehenden Bedin- 
gungen 


(14) X9+%#y,=90, Yr4+9n= 
(15) Kipts + Xi, fo, =90 

(16) HuH¥+%y,=9, Yt.~+Vr.=9 
(17) yo9+Yy,=0, 

so findet man 

(18) G,=0, G,=0 

(19) Gro Bin +921 Boy =0 

(20) C:,—C.92=9, Cy,—C9,, =0 
(21) F,+F,=0, 


so da8 sich die Ableitungsgleichungen (9) vereinfachen zu 
tin = Bi, t + Crip ‘+ Giu y 
m= Ct +Fit 


(99 

(22) : Sins on ~, “e" 
Xi, = Bi, ® + Ci4,.% + 91.9 
9, =Cs,%, —F, &. 

Aus 

(23) 2 Latur] = Bei bo +2 SE, 


Diau) -_ Si, 14) 


folgen durch Einsetzen von (22) die Integrierbarkeitsbedingungen 


(24) 2 Bipusr) + 2 Bip” Bios) +2 Cary 6) + 2 Cp Juja 
= — Ri, —28,,5 

(25) Catury + Bin’ Cioir) + Gatun Fr) = 0 

(26) Bit Yjx\v) + Gatuv) = 0 

(27) Cran) + Pu Oy + Oi, Biaisy = 0 

(28) Piyr = Cot Clon) - 


Die Hyperebenenkoordinaten lassen sich mit Hilfe von (8) aus den Punkt- 
koordinaten berechnen, fiihren also nicht auf neue Integrierbarkeitsbedin- 
gungen. 

Man kann die affine Ubertragung so einrichten, da8 B;,.” = 0, in diesem 
Falle werden die Formeln in Punktkoordinaten besonders einfach. Ebenso 
ist der duale Ansatz méglich. 

In der affinen Geometrie hat wohl zuerst L. BERwaLp”) diese Ubertragung 
betrachtet, in der projektiven A. NoRDEN”*). 


§ 4. Die Weyusche Geometrie. 


Legen wir jetzt insbesondere die zum Pseudotensor g, ,,.gehérige WEyLsche 
Geometrie zugrunde! 
21) Mh. Math. Phys. 32, 89 (1932). Vgl. auch W. BiascuKe: Differentialgeometrie IT, 
§§ 65—66. 
22) Vgl. FuBnote *) auf S. 279. 
19* 
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Wir kénnen dann g,, zum Herauf- und Herunterziehen der Indizes be- 
nutzen, bei der Verwendung halbinvarianter Differentiation ist das unbedenk- 
lich, weil die Ableitung von g,,, verschwindet. 

Nach (3, 20) diirfen wir jetzt statt c. auch C.. schreiben, beide Symbole 
stellen Komponenten der gleichen GréBe dar. Ebenso schreiben wir statt fl 
weiter C” an 

Fiir (3, 19) kénnen wir hier auch 
(1) B 


schreiben. 


B 0 


Aue oma 


Nun ist B,,, nach (3, 13) symmetrisch in A und y, daher B,,,, nach (1) 
symmetrisch in « und vy. Da B,,, wegen (3, 13) auch in A und « symmetrisch 
ist, ist diese Gr6éBe in den drei Indizes symmetrisch und das gleiche gilt fiir 
= 


(1) 1a8t sich jetzt in der Form schreiben 
(2) B,,,=—B 
Da 9,,,» = 9, ist die Integrierbarkeitsbedingung (3, 26) hier von selbst erfiillt 

Die algebraischen (n + 1)-zeiligen Unterdeterminanten der Matrix, die von 
den (n + 1)(n + 2) Komponenten der Vektoren 1, r,, . . -T,, gebildet wird, 


Apr Apr 


bezeichnen wir mit 


(3) a ae Ae 
1 2 


n 
Da die verwendeten Punkte in der Hyperebene X liegen, sind diese Unter- 
determinanten mit den Komponenten von X proportional, und wir dirfen 


(4) (Es En,> +++ Tay) I Ca,? ay °°" ay x 
setzen. ¢, , ...,. stellt dabei den alternierenden Fundamentaltensor der 
12 n 
zu g,,, Q, gehérenden Weytschen Geometrie dar. 
Da die linke Seite in (4) das Gewicht (n + 1,0), e, , .--.,, das Gewicht 
13 
{ = +z) und X das Gewicht (0, 1) hat, ist D ein Pseudoskalar vom Gewicht 
n n 
ay _ —— 9 Gus 1}. 
Ebenso kénnen wir 
(9) (x, ¥, vere t,,) =D Cx, a, *** ant 
a , ’ : , n n 
setzen, D ist dann ein Pseudoskalar vom Gewicht {— z—-Lst 1) , 


Fiir die Determinanten der in (3,8) verwendeten Punkt- bzw. Ebenen- 
vektoren folgt aus (4), (5) wegen (1, 26) 


P (£, Zao Eg- > + Lar 9) = Dey g---n FH =D feign, 
(6) 


(X, Ry Xq--- Xe Y) = Dey g---n EY =D Velg,,|- 
Andererseits ist nach (3, 8) 
(7) (X, Hy, Hq--- Xu» Y) (E> Ea» Ee - + - La Y) Din 


Aus (6), (7) folgt 
(8) 
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Durch Differentiation folgt aus (6) mit Hilfe von (3, 22), (1, 25) 


_ D 
(9) Bi,” = >. 
Fir die GréBe D ist bei den Umnormungen (2, 5), (2, 6) 
, na 
ae oO stl 
(10) D* = (5) 2*'D. 


Man kann also die Normierung von ¢ und & stets so einrichten, daB D 
eine Konstante wird. Solche Normierungen hat bekanntlich E. Cecu mit Er- 
folg verwendet ?*). 

Die Konstanz von D bleibt bei den Umnormungen erhalten, wenn wir 
in (2,5), (2,6) 

6=0 
setzen. Bei solchen Umnormungen ist nach (2,8), (2,10) der Vektor 
(11) 0, =8, — 8, 
invariant. 

Natiirlich wird man zu besonders einfachen Formeln gelangen, wenn dieser 
Vektor verschwindet. Da dann s, und ‘3, iibereinstimmen, braucht man dann 


fiir Pseudogr6éBen nicht mehr zwei Gewichtszahlen anzugeben, nur ihre Summe 
ist wesentlich. 


Fiir 

(12) 6,=0, D = konst. 

ist offenbar 

(13) D, =0 

und daher nach (9) 

(14) Bi,” =g"" B,., = 9. 
Die quadratische Form 

(15) Ji, du* du 

und die kubische 

(16) Bj yy» du? du* du’ 


sind daher dann und nur dann zueinander apolar, wenn bei geeigneter Nor- 
mierung (12) gilt. 
Wegen (3,8) und (3,22) ist die Bedingung (14) gleichwertig mit 


(17) X97" las = 
Auf Grund der Tabelle (3,8) bedeutet das, daB der Punkt 
(18) g’” Lav 


eine Linearkombination von x und 4 ist. 

Wenn (12) gilt, so erhalt man daher einen Punkt der Normalen, wenn man 
den zweiten BeLTRaMischen Differentialoperator der WEyLschen Geometrie 
auf den Punkt ¢ anwendet. 

Die Bedingung (17) bedeutet offenbar geometrisch, da& die Wahl der Nor- 
malen in bestimmter Weise mit derjenigen der Fernebenen gekoppelt wird. 

Den Koordinatenvektor p eines beliebigen Punktes in unserem Raum 
k6nnen wir aus den linear unabhangigen Vektoren r, 9, t, linear bestimmen; ist 


™) Vgl. 1. c. 5). 
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(19) p=pr+Prt, +P», 
so nennen wir p, p“, p die lokalen Koordinaten von p. 

Wie dndern sie sich, wenn wir Fernebene und Normale so andern, daB 0, 
invariant bleibt ? 

Setzen wir 


(20) 8, = 6, + G: 

so ist dann 

(21) 6, = 8 +4, 

und daher 

(22) ‘,=2,+a,2, '2,=2,+4,2. 
Da 

(23) ‘%,'y =0 

sein muB, folgt daraus und aus 

(24) p='p'tt+'p't. + 'P'y. 
dab p='pt+a,'p’ +x'p 
(25) =p +a’’p 


mit beliebigem x. 

Nun behalt die Gleichung 
(26) 2pP—Ipr Mh +2jp =O, 
in der der Parameter j beliebig gewahlt werden kann, bei der Transformation 
(25) ihre Gestalt. Diese Gleichung stellt ein Biischel von Hyperquadriken 
dar, dem die doppeltzihlende Tangentenhyperebene der Flache angehért und 
in bezug auf den die Normale an unserer Flachenstelle zur Fernebene polar ist. 

Daraus sieht man, wie Normale und Fernebene bei Konstanz von D und 
fester Wahl von 0, miteinander gekoppelt sind; sie sind zueinander polar 
in bezug auf die Quadriken eines festen Biischels (26). 

Man priift leicht nach, daB diese Quadriken die Flache in zweiter Ordnung 
berithren. 

Ist 0, =0 fiir konstantes D, so erhalten wir ein Biischel (26), das inva- 
riant mit der Hyperfliche verkniipft ist. Bei einer zweidimensionalen Flaiche 
im R, sind dies die Quadriken von DarBovux, wie im nachsten Paragraphen 
gezeigt wird. Die Nullrichtungen der Form (16) sind in diesem Fall die Dar- 
bouxrichtungen. 

Der Tensor B,,,, ist auch im allgemeinen Fall bei den Transformationen 
(20), (21) invariant. 


§ 5. Asymptotenlinienparameter. 
Beschranken wir uns jetzt auf zweidimensionale Flachen im dreidimen- 
sionalen Raum, die keine Torsen sind und reelle Asymptotenlinien besitzen**) 
Wir kénnen dann Asymptotenlinienparameter verwenden, fiir solche Para- 
meter schreiben wir 
(1) “=u, urt=—v. 


*4) Auch auf elliptisch gekriimmte Flachen 1aBt sich die Theorie anwenden, wenn 
man komplexe GréBen heranzieht. 


Zur tensoriellen Behandlung der projektiven Flachentheorie. 291 


Nach (3,5) ist jetzt 


(2) Ju = G22 =9- 

Die ,,Fernebene“ ist hier eine Ferngerade, die man auch ,,Normale zweiter 
Art’ nennt. Wir wahlen sie und die Normale erster Art so, daB 0, bei kon- 
stantem D verschwindet. 

Lassen wir dann nur noch Umnormungen 


(3) t*=or, #*=o% 
zu, so ist stets 
(4) 8, =6,. 
Fiir g,, ist dann 
(5) GJiv = 0 Jir- 


Wir brauchen hier nur noch die Summe beider Gewichtszahlen zu be- 
achten, g,, nennen wir daher einen Pseudotensor vom Gewicht 2, wahrend 
rund X nach (3) beide das Gewicht 1 haben. 

Wir wollen nun bei jeder Wahl der Asymptotenlinienparameter u, v die 
Normierung so festlegen, dab 


(6) J2=— +1. 


Bei der Parametertransformation 


(7) u=g(u*), v=yp (v*) 

(8) du=gq'd*u, dv=y'dv* 

ist jetzt fiir jeden kovarianten Vektor w, 

(9) w= w,*, w=—y' w, 

fiir jeden kontravarianten Vektor dagegen 

(10) aa g’-1At, 2 = y’-122, 
Fiir g,. folgt daraus 

(11) he = YY Gi2- 


Soll also die Normierung (6) bei den Parametertransformationen (7) erhalten 
bleiben, so mu8B man jede solche Transformation koppeln mit einer Umnor- 
mung (5), wobei 


1 — 
(12) e=r *y * 
Fiir einen Pseudoskalar a vom Gewicht c wird dann 
e e 
(13) a=¢a=—q’ *y' *a. 


In der Weytschen Geometrie, die zum Fundamentaltensor g,, und dem 
Eichvektor Q, gehért, ist bekanntlich*®) 


ad t l ' 
(14) ig = ’ + x (Q, 6,’ + Q, 6,” _—- Q. I” Gay) ° 
Dabei ist g*” der zu g,, inverse Tensor, also nach (2), (6) 
(15) gi = g% =0 g?=41. 


Da die g,, konstant sind, ist in unserem Falle 


{'#\ =0. 


%) Vgl. R.C., S. 216. 
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Da nach (2, 19) und wegen s, = 8, 
(16) Q =2z,, 


finden wir aus (14) 


74 9 — — _ , 
(17) Pyi~=2s, 52 =90 F,3=0 

‘9 73 = 2 9e 

r,3 0, rs} = 0, r,3 =28,. 
Fiir die Ableitungen eines kontravarianten Vektors folgt daraus 

) Ja ) 9 , ’ 7 , 

W,, = 0,0W,—28,W,, Wy =O, W,, 
(18) P ‘ 9 

Wye = 0, UW; Woe = 0, We — 2 8g We, 


fiir diejenigen eines kontravarianten Vektors 


1 ‘ 2 » 2 

2,=0,2+28,2, 2. 

(19) 1 ia de 2 ee 
2 0,2 z. 0, 2* + 2 8, 27. 


Fiir einen Pseudoskalar vom Gewicht c ist weiter 


(20) a,=O,a+¢8,a, a,—0,4a+4C8a. 


Wir wollen nun eine Funktion 5 (u, v) der Parameter eine Halbinvariante 
vom Gewicht [m, n] nennen, wenn sie sich bei den Parametertransformationen 
(7) transformiert nach der Regel 


(21) b*® y m y! -nbh. 


Die Komponenten der GréBen unserer Geometrie sind dann solche Halb- 
invarianten, denn das gilt nach (18), (19), (20) fiir Vektoren und Pseudo- 
skalare, und aus diesen laBt sich jede GréBe durch Produkt- und Summen- 
bildung zusammensetzen. 

Unter den halbinvarianten Ableitungen einer Halbinvarianten b vom Ge- 
wicht [m,n] in bezug auf s, und s, verstehen wir jetzt die Ausdriicke 


(22) by é, b + Mm 8, b, bs é, b rn 8b. 


Fiir dieses Differentiationsverfahren von Halbinvarianten gelten dann, wie 
man sofort nachprift, die Produktregel und die Summenregel, bei letzterer 
miissen naturgemaB beide Summanden die gleichen Gewichtszahlen besitzen. 

Wendet man nun dieses Differentiationsverfahren an auf einen Vektor 
oder auf einen Pseudoskalar, so erhailt man nach (18), (19), (20) und wegen 
(8), (10), (13) das gleiche Ergebnis wie bei der halbinvarianten Differentiation 
der Weytschen Geometrie. 

Da Summen- und Produktregel fiir beide Differentiationsverfahren gelten, 
gilt dann das gleiche fiir die Komponenten jeder PseudogréBe dieser Geo- 
metrie. 

Fiir zweidimensionale Flachen im dreidimensionalen Raum bei Verwen- 
dung von Asymptotenlinienparametern ist also die halbinvariante Differen- 
tiation der Wrytschen Geometrie als Sonderfall in der durch (22) erklarten 
Regel enthalten. 

Das Differentiationsverfahren (22) hat der Verfasser vor einigen Jahren 
angegeben**), es gestattet die Rechnungen in Asymptotenlinienparametern 
so zu fiihren, daB simtliche vorkommenden Ausdriicke halbinvariant sind 
und deshalb geometrische Bedeutung haben. 


26) Comm. Math. Helvet. 18, 128 (1946). 
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Vor den allgemeinen Formeln des Ricci-Kalkils hat es in seinem An- 
wendungsbereich den Vorzug, daB in die Ableitungen einer Invarianten nur 
die Invariante selbst eingeht und nicht auch die anderen Komponenten der 
gleichen GréBe, was sehr zur Ubersichtlichkeit der Rechnungen beitrigt. 

Untersuchen wir noch, welche Quadriken hier durch (4,26) dargestellt 
werden. Das ergibt sich am einfachsten, wenn man 


(23) s, = 8, =0 

wahlt. Nach (2,7) ist dann 

(24) h=ut=—w t=t=—te, 
und da (4, 12) gilt, kann man 

(25) y=9'" by 


setzen. 


Wegen (15) und (18) folgt daraus 


(26) ) = Lue- 
Die lokalen Koordinaten eines Punktes » werden jetzt durch 
(27) p= prt pty + Poe + Plu 
erklart, wahrend (4, 26) hier die Form annimmt 
(28) pPp—PpP—jp =o. 


Bekanntlich stellt aber (28) in diesem Falle die Quadriken von DAaRBovux 
dar, wie in § 4 behauptet wurde. 


§ 6. Schlu8hbemerkungen. 


Wir miissen hier darauf verzichten, die Theorie auch nur fiir zweidimen- 
sionale Flaichen im R, vollstandig auszubauen?’). Einige der wichtigsten Zu- 
sammenhiange sollen aber noch erwahnt werden. 

Wie man leicht nachpriift, ist die Normalenkongruenz dann und nur dann 
zur Fliche konjugiert, wenn C,, symmetrisch ist, was bedeutet, daB sich 
s, zu 0 normieren léB8t. Ebenso ist die Ferngeradenkongruenz dann und nur 
dann konjugiert, wenn C,, symmetrisch ist, also wenn sich s, zu 0 normieren 
1aBt. 

Gilt beides, so ist unsere Geometrie eine RrEMANNsche und man kann die 
halbinvariante Differentiation wieder beseitigen. 

Beschrinken wir uns weiterhin auf Kongruenzpaare, fiir die (4, 12) gilt, 
die also in bezug auf die Darboux-Quadriken an jeder Stelle polar sind. 

Diese Normalen sind dann und nur dann die von FUBINI, wenn 


(1) Bi poe BY’ = 0.~ 

dann und nur dann die von GREEN, wenn 

(2) Biyse BME =0, 

und dann und nur dann die von WILCZYNSKI, wenn 
(3) B;;;” = 0. 


27) Die wesentlichsten Ergebnisse sollen dargestellt werden in Band 2 der Projektiven 
Differentialgeometrie des Verfassers; voraussichtlich wird dieser Band im kommenden 
Jahr erscheinen. 
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Die letztere Bedingung bedeutet, daB B,,,, in allen vier Indizes symmetrisch 
ist. Die Formeln werden in diesem Falle besonders einfach; wahlt man noch 
im Schnittpunkt der Normalen mit der Lie-Quadrik, so ist 


(4) Cip - Cig 


und C,,, in den drei Indizes symmetrisch. 


Aur 


Weiter gilt 


(5) FP, = B,C’, 
und schlieBlich ist 

(6) Br ptr C%o) =9, 
also auch die GréBe 

(7) Bi,» Cre 


in den drei freien Indizes symmetrisch. 
Fiir die Projektivminimalflichen”*) ist hier 


(8) B+ C,,,, = 0. 

Die isotherm-asymptotischen Flaichen werden gekennzeichnet durch 

(9) Cun = 9, 

die Koinzidenzflachen durch 

(10) Biyve = 9, 

die Flachen, deren Asymptotenlinien linearen Komplexen angehéren, durch 
(11) Cuy=0, C,=0. 


¥iir die Flachen von DEMoULIN, bei denen die vier von der vorgegebenen 
Flache verschiedenen Hiillflachen der Liz-Quadriken zusammenfallen, ist 


(12) F,=0 


kennzeichnend, wahrend diese Hiillflichen dann und nur dann paarweise 
zusammenfallen, wenn 


(13) 2C,,c¢*—c1,c%, =0. 


Es sei hier noch eine Bemerkung zur Projektivabwicklung von Flachen 
angefiihrt. In der Literatur versteht man darunter bekanntlich eine ein- 
eindeutige Abbildung zweier Flachen aufeinander, bei der die Projektivbogen- 
lange erhalten bleibt. 

Wird die Abbildung durch gleiche Parameterwerte vermittelt, so bedeutet 
das, daB die beiden Grundformen (4, 15) und (4, 16) auf beiden Flachen bei 
geeigneter Normierung tbereinstimmen, die erste Bedingung bedeutet, daB 
beide entsprechende Asymptotenlinien haben. 


Es stellt sich dann heraus, daB im zweidimensionalen Fall nur die Flichen 
einer kleinen Klasse projektiv abwickelbar sind und daB bei héherer Di- 
mensionszah! eine solche Abwicklung iiberhaupt nur trivial, also durch Pro- 
jektivitaten méglich ist. 

Man kann aber auch auf andere Weise zu einem Analogon der klassischen 
Abwicklung gelangen. Kennzeichnend fir diese ist ja, daB auf beiden Flachen 

**) Das sind die Flachen, bei denen die erste Variation der Projektivoberflache ver- 


schwindet. Sie wurden zuerst von G. THOMSEN betrachtet, Abh. Math. Sem. Ham- 
burg 4, 232 (1925). 
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die Bogenelemente iibereinstimmen, so daB auf beiden die gleiche RrzEMANN- 
sche Geometrie herrscht. Ebenso kann man sagen, daB zwei Flaichen, denen 
Normalenkongruenzen aufgepraigt sind und die durch gleiche Parameter- 
werte eineindeutig aufeinander bezogen sind, aufeinander abgewickelt sind, 
wenn ihre Weytschen Geometrien iibereinstimmen. 

Das ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn sich die Normierungen 
so einrichten lassen, daB 

Jan» Sa» 4; 
an entsprechenden Stellen beider Flichen tibereinstimmen. 

Die Gleichheit von g,, bedeutet, daB sich auch hier auf beiden Flachen 
die Asymptotenlinien entsprechen miissen. Sind aber zwei Flachen so auf- 
einander bezogen, so kann man durch geeignete Wahl der Normalenkongruenzen 
stets erreichen, daB auch s, und 8, iibereinstimmen, daB also die Abbildung 
eine Abwicklung wird. 

Insbesondere kann man also jede Flaiche auf eine Quadrik abwickeln. 
Wir erwahnen dariiber den Satz: 

Die Werytsche Geometrie einer Fliche in bezug auf zwei Normalen- 
kongruenzen, fiir die (4, 12) gilt, ist dann und nur dann euklidisch metrisch ”*), 
wenn bei Abwicklung der Flache auf eine Quadrik Q die Normalen tibergehen 
in die nichteuklidischen Normalen einer Flache von Brancu1*®) der inneren 
Kriimmung 0 in der nichteuklidischen Geometrie mit der absoluten Flache Q. 

Wir hoffen, spaiter einmal auf diese Fragen zuriickkommen zu k6énnen. 


2%) Vgl. R.C., 8. 171. 
30) Vgl. etwa W. BLascuke: Hamburger Math. Einzelschr. 34 (1942). 


(Eingegangen am 1. Februar 1950.) 
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Completeness of Eukasiewicz-Tarski Propositional Calculi. 
By 
Aan Rose in Manchester. 


In 1930 LuKAsIEWIcz and Tarski') developed m-valued propositional 
calculi with two primitive functions which they called implication and ne- 





gation. If the m truth-values are denoted by the numbers 3 (0O<i<sm-l) 


and 1 is regarded as the highest truth-value, then the truth-tables of these 
functions are determined as follows: 

(1) If & has the truth-value z, and & has the truth-value y, then y = 1 — z. 
(II) If & has the truth-value z,8 has the truth-value y, and YU + B has the 
truth-value z, then 


fzsy,2 =I, 
ifz>y,z=l—2z2+y. 


A system is said to be functionally complete if, given any truth-table, a function 
with that truth-table can be defined in terms of the primitive functions. 

SLuUPECK?’) has shown that when m = 3 the LUKASIEWICZ-TARSKI systems 
are not functionally complete. These systems have been formalised by Rosser 
and TURQUETTE*). 

A formalisation of a propositional calculus is said to be weakly complete 
if all formulae which take designated truth-values exclusively are provable 
in terms of the axioms and rules of procedure of the formalisation. 

A formalisation is said to be strongly complete if, when we add an unprovable 
formula as an axiom to those of the given formalisation, all formulae become 
provable in the formalisation. 

Post*) has shown that the two forms of completeness are equivalent in 
functionally complete systems. Rosser and TurQuETTE have shown that 
their formalisations are weakly complete and suggest that the relationship 
between the two forms of completeness for LUKASIEWICZ-TARSKI propositional 
calculi is worthy of investigation®), although they do not themselves discuss it. 
SLuPEcKI*) has shown that WaJsBERG’s weakly complete formalisation’) of 
the three-valued calculus with one designated truth-value is not strongly com- 
plete. The object of the present paper is to investigate the relationship be- 
tween the two forms of completeness for an m-valued propositional calculus 
with s (1 < s < m — 1) designated truth-values. 

Lemma: If, for all i, X; takes the truth-value t; (1 < i < n), 

1) LUKASIEWICZ, JAN, a. ALFRED Tarski: C.r. Soc. Sci. Lettr. Warschau, Cl. ITI, 
23, 30 (1930). 

*) SLupecki, Jerzy: C.r. Soc. Sci. Lettr. Warschau, Cl. III, 29, 9 (1936). 

*) Rosser, J. B., a. A. R. Turquetre: J. Symbol. Log. 10, 61 (1945). 

*) Post, Emit L.: Amer. J. Math. 48, 163 (1921). 

5) op. cit. 

*) SLupreckti, Jerzy: Ann. Univ. Lublin i, Nr. 3, 193 (1946). 

*) Wasspere, M.: C.r. Soc. Sci. Lettr. Warschau, Cl. III, 24, 259 (1931). 
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® (X,, X,,..., X,) is @ propositional function of X,, X,,...,X 
® (X,, X,..., X,) takes the truth value x, and t; (t; —1) = 0, 
then x =lorx= 

We prove this by strong induction on the number of propositional variables 
occurring in ®. A variable which occurs k times is here reckoned as k variables. 
Thus three variables occur in 


x + i, <3 


n? 


We define Y by 
aon = 
W =S oe. A 
a+1 a 
w =a. U. 


If ® contains only one propositional variable, then either ® is X,, or @ is 





a 
of the form X,. In this case the lemma follows at once from the definition 
of negation. 
We assume the lemma for all formulae with not more than n propositional 
variables and prove it form +1. If ® contains n + 1 propositional variables, 
it will be of one of the forms 


A+B 


where neither 2% nor 8 contains more than n propositional variables and € 


B 
contains » + 1 propositional variables and € is not of the form D. The 
lemma now follows at once from the definitions of implication and negation. 

We consider the effect of adding an unprovable formula @ (X,, X,, ... ., X») 
as an axiom to those of the formalisation. We shall assume that the forma- 
lisation possesses the following properties: 

(I) It is weakly complete. 
(II) A primitive rule of procedure is: 

a) In any correct formula, any propositional variable may be replaced 
by a propositional function, provided that this replacement is carried out 
for all occurrences of the propositional variable. 

(IIL) A primitive rule of procedure is 
6) If M and A —*-- B are correct formulae, then ¥ is a correct formula where 


1 . s . ° ° . e,° . 
— is*) + ,and when s > 1, —-~ is defined in terms of the primitive functions 


W 

in such a way that the truth-value of & - % is undesignated when and 
only when the truth-value of & is designated and the truth-value of 8 is 
undesignated. 

(1V) The formalisation has only two primitive rules of procedure. 

We have to consider two cases. 

Case I. The truth-value of ® is designated whenever ¢; (tf; — 1) = 0. It 
follows from the lemma that when ¢; (¢; — 1) = 0, the truth-value of @ is 1. 
Similarly the other axioms all take the truth-value 1 whenever all propositional 
variables occurring in them have truth-values which satisfy x (xz— 1) = 0. 
Any formula satisfying this condition will be said to satisfy condition (A). 

8) In the case s = 1, we could alternatively use an implication function whose truth- 
value is undesignated when and only when the truth-value of & is designated and the 
truth-value of 8 is undesignated. 
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Any formula deduced from formulae satisfying condition (A) by means of 
Rule «), satisfies condition (A), since, by the lemma, if ¥ (X,, X,,..., X,) 
is substituted for a single propositional variable and X,, X,,..., X, take 
truth-values satisfying x (x— 1) = 0, then the truth-value of ¥ satisfies 
x (x—1l1) =0. Hence the derived formula satisfies condition (A). 

Any formula deduced from formulae satisfying condition (A) by means of 
Rule #) satisfies condition (A), since when the truth-values of all propo- 
sitional variables occurring in A, W +B satisfy x(x — 1) = 0, the truth- 
values of Y, Y > % are | by condition (A). Hence it follows from the defi- 


nition of ae that the truth-value of 8 is designated in the above circum- 
stances and by the lemma this designated truth-value must be 1. Thus 8 
satisfies condition (A). 

Now when X takes the truth-value 1, X + X takes the truth-value 0. 
Hence X + X does not satisfy condition (A) and is therefore not provable. 
Thus the adjunction of ® as an axiom to the axioms of the formalisation 
does not cause all formulae to become provable. 

Case II. There exist numbers ¢; such that, for all i, ¢; (¢t; —1) = 0 and 
such that when X; takes the truth-value ¢;, ® takes an undesignated truth- 
value. 

By the lemma this undesignated truth-value must be 0. Suppose that 


oe ae 


hia al soul, 


@j + aj +2’ *9 "an 
where 0 <j Sn; 1S a,<5 nwhenl <k < n; anda, +a,whenl <k<n, 
lslsn, k+l. 

If by Rule «) we substitute X + X for X; when i =a, and 1 syusj 
and we substitute X + X for X; when i =a, and j << n, we deduce 
a formula Y (X) which always takes the truth-value 0. 

In view of the weak completeness 


yw (x)—*-X 


m 

is provable. Hence X follows at once from Rule £). 

It now follows at once that any formula & is provable by means of Rule «). 

Thus we have proved the following 

Theorem: Jf we add an unprovable formula as an axiom to the axioms of 
a formalisation of an m-valued (m > 3) LuKASIEwICcz-TARSKI Propositional 
Calculus satisfying conditions (1), (I1), (III), (IV), a necessary and sufficient con- 
dition that all formulae become provable in the formalisation is that the original 
unprovable formula is not an identical formula of the 2-valued Propositional 
Calculus. 

I should like to express my gratitude to the referee, Professor BETH, anc 
to Professor VAN DER WAERDEN for their help in the preparation of the ma- 
nuscript. 


( Eingegangen am 9. Februar 1950.) 
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